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1 热力学的基本定律

1.1 热力学系统

分类：

• 孤立系：与外界无能量交换也无物质交换

• 封闭系/闭系：可以有能量交换，对应正则系综

• 开放系/开系：还可以有物质交换，对应巨正则系综

在平衡状态下，系统宏观量仍会发生涨落，对于 N 粒子体系，涨落近似为
√
N。对于

宏观体系涨落很小，所以热力学不考虑涨落。

系统自身的化学成分和物理状态的描述方式是：

• 元：化学组元

• 相：化学组元的物理状态

1.2 描述系统

对热力学平衡态的描述：

• 状态参量：能独立变化且能描述系统状态的物理量

– 几何参量

– 力学参量：力和压强
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– 电磁参量：E,P ,B,M

– 化学参量：浓度和化学势

• 状态函数：其自变量为多个状态参量或状态函数的独立变化函数

另外还有两个重要概念——广延量和强度量：

• 广延量：体积，薄膜面积，总磁矩，U ,S,F ,H ,C

• 强度量：压强，温度，cm

Theorem 1.2.1:热力学第零定律

两个系统 (物体)由透热壁经过足够长时间的热接触后，它们的状态都不再发生变
化而达到一个共同的热平衡态，则称两个系统 (物体)达到了“热平衡”。
如果两个物体各自与第三个物体达到热平衡，它们彼此也处在热平衡，此为“热

平衡定律”。

1.3 温度

处于热平衡态的多个系统具有共同的热平衡态，具有共同的状态参量或状态函数，是温

度。

Theorem 1.3.1:温度

个系统热平衡时，存在一个互相相等的热力学量。这个热力学量叫温度。

Proof.

∵ A ⇔ B,∴ fAB(pA, VA, pB, VB) = 0 (1a)

∴ pA = FAB(VA, pB, VB) (1b)
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同理在 A系统和 C系统之间重复推导：

pA = FAC(VA, pC , VC) (2)

结合 BC系统之间的平衡条件：

FAB(VA, pB, VB) = FAC(VA, pC , VC) (3a)

fBC(pB, VB, pC , VC) = 0 (3b)

因此我们可以消去 VA得到：

gB(pB, VB) = gC(pC , VC) (4)

■

理想气体温标规定水的三相点温度为 T = 273.16K。

1.4 物态方程

简单系统（也就是不含电磁参量化学参量等高级参量）的物态方程：

f(p, V, T ) = 0 (5)

Theorem 1.4.1:隐函数关系(
∂V

∂p

)
T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
p

= −1 (6)

Proof.

对于隐函数：

F (x, y, z) = 0 (7)
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其微分形式为：

dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z
dz = 0 (8)

假设 y不变，则 dy = 0。

(
∂z

∂x

)
y

= −

(
∂F
∂x

)
y,z(

∂F
∂z

)
y,x

,

(
∂x

∂z

)
y

= −

(
∂F
∂z

)
x,y(

∂F
∂x

)
y,z

(9)

两式比较则得到： (
∂z

∂x

)
y

= 1/

(
∂x

∂z

)
y

(10)

对另外两个变量做相似变化最终得到结论。 ■

定义三个系数：

• 体胀系数 α = 1
V

(
∂V
∂T

)
p

• 压强系数 β = 1
p

(
∂p
∂T

)
V

• 等温压缩系数 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T

Theorem 1.4.2:物理量关系

α = κT × β × p (11)

1.4.1 气体

理想气体：

pV = nRT (12)

范德瓦尔斯气体： (
p+

an2

V 2

)
(V − nb) = nRT (13)
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昂内斯方程：

p =
nRT

V
⇒ nRT

V

[
1 +

n

V
B(T ) + (

n

V
)2C(T ) + . . .

]
(14)

1.4.2 简单固体和气体

体胀系数和等温压缩系数只是温度的函数，与外界压强近似无关。

定义物态方程为：

V = V (T, p) (15)

则有：

1

V
dV = α dT − κT dp (16a)

lnV = αT − κTp+ C0 (16b)

假设 T = T0, p = 0, V = V0(T0, 0)。带入则得到:

C0 = lnV0 − αT0,
V

V0(T0, 0)
= eα(T−T0)−κT p (17)

对上式做泰勒展开得到：

V

V0(T0, 0)
= 1 + α(T − T0)− κTp (18)

1.4.3 顺磁性固体

物质的磁性可以视作来自于基本粒子的磁矩。由于原子核的磁矩远小于电子磁矩，所以

可以近似认为物质的磁矩完全由电子磁矩决定。对于顺磁性物质，其物态方程写为:

f(M,H, T ) = 0 (19)

其中M 为磁化强度，H 为外磁场的磁场强度。实验测得的物态方程为居里定律。
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Theorem 1.4.3:居里定律

M =
C

T
H (20)

1.5 准静态过程、热力学过程中的功

只有准静态过程具有固定的状态参量，可以绘制相图。

常见的做功：

• 体积功：dW = p dV

• 薄膜张力做功：dW = 2F dx = 2σl dx = σ dA, dA应当为各个面总总面积变化。

• 电介质中激发电场和极化介质做功：dW = V d
(

εrE2

2

)
+ V E dP

• 磁介质中激发磁场和使介质磁化做功：dW = V d
(

µ0E2

2

)
+ µ0V H dM

1.6 内能与热一定律

Theorem 1.6.1:热力学第一定律

dU = dQ+ dW (21)

引入熵的概念，可以得到一个更常用的形式：

dU = T dS − p dV (22)

Remark. 这个公式是如此的渺小，但实际上是如此常用，以至于我在此想单独讨论一下
它1。

1此处来自我与若丞的探讨，赞美若丞！
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首先，我想说明热力学中，只有给出的状态函数、状态参量存在全微分/微分，而功、热
这些量称为“过程量”，是没有微分/全微分的，所以我们只能用 δW 或者 �dW 来表示。
从相图上看可以更好理解：由后面给出的吉布斯关系4.1.2我们将知道，描述一个单元
单相闭系需要且只需要两个强度量作为参数，不妨将参数空间设置为 (S, V )吧。相图如

下：对于这么一个假想过程 U(Sa, Va) → U + dU(Sb, Vb)，过程量是依赖于路径的，所以

Figure 1: 某种可能的过程的相图

有 δW1 ̸= δW2, δQ1 ̸= δQ2。但是内能作为一个状态函数是全纯的，只依赖于参数空间

中的位置，即热一满足了 δQ1 + δW1 = δQ2 + δW2 = dU。这也是为什么我们可以构建
一个先等容再等熵的过程去给出 dU = T dS − p dV 的等式。

热容的定义为：

C = lim
∆T→0

∆Q

∆T
(23)

这是一个广延量，显然摩尔热容是一个强度量。下面引入一个新热学量：

Definition 1.6.1:焓

H = U + pV (24)

其与等压热容具有关系：

Cp =

(
∂H

∂T

)
p

(25)
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通过理想气体向真空的自由膨胀实验，焦耳得到了焦耳定律：

Theorem 1.6.2:焦耳定律

理想气体的内能只与温度有关。

进一步我们可以解析地给出理想气体的内能：

U =

∫
CV dT + U0 (26)

由理想气体的物态方程，我们也可以立即看出，焓也是可以用温度完全表示的：

H = U(T ) + nRT (27)

进一步分析理想气体的等温热容和等压热容可以得到迈耶公式：

Theorem 1.6.3:迈耶公式

对于理想气体：

Cp − CV = nR (28)

Proof.

∵ CV =
dU
dT

,Cp =
dH
dT

(29a)

H = U(T ) + nRT,∴ Cp − CV = nR (29b)

■

1.7 可逆过程与熵

这一部分将沿着可逆过程、卡诺热机、卡诺定理、克劳修斯不等式、熵与热力学第二定

律、熵增加原理、等熵过程的路径讲述。
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首先可逆过程即时间反演对称的热力学过程，无摩擦的准静态过程皆是可逆过程。为了

更具体的研究可逆性，我们引入卡诺循环。

Figure 2: 卡诺循环

通过分析可以得到可逆卡诺热机的效率为：

η = 1− T2

T1

(30)

由其对温度的单一依赖可以得到卡诺定理：

Theorem 1.7.1:卡诺定理

1. 在固定的两个热源间的可逆热机效率均为卡诺热机效率。

2. 在固定的两个热源间的热机效率不大于可逆热机效率。

由卡诺第二定理推论：

1− |Q2|
Q1

≤ 1− T2

T1

(31)

紧接着就是两个著名的热二文字表述：

• 开尔文表述：热量不能完全转化为功而不产生其他影响/废热。

• 克劳修斯表述：热量不能自发/不产生影响的情况下传递给高温热源。

 第 9页 



 Academic year 2023 : 统计物理 Per aspera, ad astra.

总结而言，就是体现出了热功和热传导的方向性。

通过热力学第二定律可以给出热力学温标的刻度：两个热源的吸放热数值可以作为热

力学温度的测量依据。

1.7.1 熵

从 Eq.31可以得到：

−Q2

Q1

≥ T2

T1

(32a)

Q1

T1

+
Q2

T2

≤ 0 (32b)

对于在任意多个热源间工作的任意循环热机，我们有自然推广：

n∑
i=1

Qi

Ti

≤ 0 ⇒
∮

dQ
T

≤ 0 (33)

等号于可逆过程中取到。闭合环路积分为 0使我们自然地想到可以通过它定义一个不依
赖于可逆过程细节而只与初末态有关的物理量，这个量就是熵。

Theorem 1.7.2:熵

dS =
δQR

T
(34)

a

a下标 R仅代表可逆。

从 Eq.22，可以轻松构建理想气体熵的解析形式：

S − S0 = CV lnT + nR lnV = Cp lnT − nR ln p (35)

现在引入热力学第二定律的数学表述：
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Theorem 1.7.3:热力学第二定律

dS ≥ δQ

T
, dU ≤ T dS + δW (36)

同时有推论：

Lemma 1.7.1:熵增加原理

经绝热过程熵永不减少。

Proof.

对绝热过程有 δQ = 0。所以有 ∆S ≥ 0。 ■

为了更细致地研究熵，我们引入两个概念：熵流和熵产。顾名思义，熵流是标志热量流

动带来的熵，与热量耦合：

dSe =
δQ

T
(37)

系统总熵变则写为：

dS = dSe + dSi (38)

显然热二转化为了 dSi ≥ 0。即无熵产的过程是一个可逆过程。一个等熵过程必须是完

全熵不变的。所以熵流变和熵产变都应该为 0.熵流变为 0告诉我们这是一个绝热过程。
因此我们得到一个有用的结论：

Theorem 1.7.4:等熵过程

可逆绝热过程为等熵过程。

这也很好地解释了为什么真空自由膨胀不是一个可逆过程。

最后介绍吉布斯自由能：

Definition 1.7.1:吉布斯函数

∆G = U − TS + pV (39)

由热二可以轻松看出，等温等压过程中吉布斯自由能永不减少。

 第 11页 



 Academic year 2023 : 统计物理 Per aspera, ad astra.

2 均匀物质的热力学性质

2.1 数学准备

数学基础为定理 1.4.1和雅可比行列式：

Definition 2.1.1:雅可比行列式

设两组完备的独立变量分别为：{u, v} , {x, y}。其中 u = u(x, y), v = v(x, y)。两

个空间中面积微元的关系为：

du dv =

∣∣∣∣∂(u, v)∂(x, y)

∣∣∣∣ dx dy (40)

其中的雅可比行列式定义为：

∂(u, v)

∂(x, y)
= det

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
(41)

关于雅可比行列式有如下常用性质：

∂(u, v)

∂(x, y)
= −∂(v, u)

∂(x, y)
,

(
∂u

∂x

)
y

=
∂(u, y)

∂(x, y)
(42a)

∂(u, v)

∂(x, y)
· ∂(x, y)
∂(u, v)

= 1,
∂(u, v)

∂(x, y)
=

∂(u, v)

∂(s, t)
· ∂(s, t)
∂(x, y)

(42b)

Remark. 热力学给出了一种十分有别于数学上偏导的多元函数微分学，雅可比行列式
架起了联系两者的桥梁。假设函数为 F = F (A,B)，我们有：(

∂F

∂A

)
B

=
∂(F,B)

∂(A,B)
=

∂F

∂A
− ∂B

∂A

∂F

∂B
(43)
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一般而言 ∂F
∂B
总是不等于 0的。因此我们的结论就是当 A和 B是相互独立的时候，就有(

∂F

∂A

)
B

=
∂F

∂A
(44)

2.2 麦克斯韦关系式

对于简单系统的可逆过程，状态函数和对应的状态参量选取可以有如下选择：

U = U(S, V ), H = H(S, p), F = F (T, V ), G = G(T, p) (45)

分别对上面四个式子进行讨论。首先是内能。在无穷小可逆过程，且只有体积功的情况

下，由热一：

dU = T dS − p dV (46)

结合定理1.4.1推论：

T =

(
∂U

∂S

)
V

, p = −
(
∂U

∂V

)
S

∵ ∂2U

∂S∂V
=

∂2U

∂V ∂S
(47a)

∴
(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

(47b)

接下来处理焓，从焓的定义式出发：

∵ H = U + pV, dU = T dS − p dV (48a)

∴ dH = dU + p dV + V dp = T dS + V dp (48b)

那么重复运用定理 1.4.1得到：

T =

(
∂H

∂S

)
p

, V =

(
∂H

∂p

)
S

,

(
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

(49)
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让我们借助热二拓展讨论一下焓。首先显然焓增是定压过程的吸热。其次从热二36出
发：

T dS ≥ dU + p dV ⇒ T dS ≥ dH (50)

在等压等熵过程中我们就得到：dH ≤ 0。因此焓最低是该过程中的热力学平衡态判据。

第三个是亥姆霍兹自由能，仍然从定义式出发：

∵ F = U − TS (51a)

∴ dF = dU − T dS − S dT = −S dT − p dV (51b)

仿照 Eq.49得到：

S = −
(
∂F

∂T

)
V

, p = −
(
∂F

∂V

)
T

,

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

(52)

我们自然地猜想自由能最低是等温等容过程平衡态的盘踞。证明与最大功原理相关：在

等温过程中

∵ − d(TS) ≥ dU − δW (53a)

∴ −δW ≤ − d(U − TS) = − dF (53b)

文字说明是自由能是等温过程中系统可做最大功。如等容且系统简单仅含体积功，则有

dF ≤ 0。由于 F = U − TS, T =
(
∂U
∂S

)
V
，所以在自由能极小的过程中，可以视作内能与

熵的竞争。竞争的优势方与温度有关。这可以定性地说明为什么常见物质高温气态低温

固态。

最后是吉布斯自由能 G = U − TS + pV。直接给出结论：

S = −
(
∂G

∂T

)
p

, V = −
(
∂G

∂p

)
T

,

(
∂S

∂p

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
p

(54)

同理我们可以得到第四个判据：等温等压过程中系统向吉布斯自由能最小方向移动。这

体现的是熵焓竞争，也就是高中化学所讲的勒夏特列原理：
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Corollary 2.2.1:勒夏特列原理

熵变大于零，也就是混乱度增加，有利于化学反应发生，焓变小于零，也就是放

热反应，有利于化学反应自发发生。

因此，一个反应如果既是放热反应，又是熵增反应，那么这个反应必然自发发生，

它的逆过程也就是吸热反应和熵减反应，必然不自发发生。简单地说，熵焓异号

(一大一小)，反应要么自发，要么不自发。
熵焓同号，必然是可逆反应，可以调节温度使平衡向特定方向移动，根据勒夏特

列原理，升高温度有利于平衡向吸热反应方向移动，即熵焓均大于零，选较高温

有利于反应的自发进行，同理熵焓均小于零，选择较低温有利于反应的自发进行。

综上，熵焓一大一小，要么行，要么不行，两大选高温，两小选低温。这里说的

高温或者低温，并不是温度的绝对高低，而是一个相对值，这个相对值对于每个

反应来说，都是特定的。

让我们总结一下麦克斯韦关系，即 Eq.47b,49,52,54。(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

,

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

,

(
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

,

(
∂S

∂p

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
p

(55)

一种便于记忆的方式是借助图3, 各中点间不交叉的同向箭头连接了一个二阶关系左右
的分子和分母，然后你可以箭头再向前一段则给出了守恒量（或者说分子的共偶，也就

是对面的）。需要注意的是当你的分母是广义力时，需要额外一个负号2。并且还有，状

态函数的全微分，也就是麦克斯韦一阶关系可以通过状态函数对应位置近邻的物理量

为微分变量 (强度量需要额外负号)，共偶为系数得到。比如说：以蓝线画出的箭头，可
以表示：dF = p d(−V )− S d(T )。

此外，由 Eq.48a,48b我们还可以得到如下两个有用关系式：

T

(
∂S

∂T

)
p

=

(
∂H

∂T

)
p

, T

(
∂S

∂T

)
V

=

(
∂U

∂T

)
V

(56)

2证明待补
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F U
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Figure 3: 图解法

2.3 麦克斯韦关系的简单推广与应用

由于实验可测的物理量是 CV , Cp 与物态方程，所以我们的目标是借助麦克斯韦关系从

这些可观测量求各状态函数。

首先我们取 T, V 为独立变量，研究内能与熵状态函数。联立两者的全微分形式：

∵ dU = T dS − p dV, dS =

(
∂S

∂T

)
V

dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV (57a)

∴ dU = T

(
∂S

∂T

)
V

dT +

[
T

(
∂S

∂V

)
T

− p

]
dV (57b)

与热容的定义式 Eq.23相比，可以立即得到一个有用的等式：

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

(58)
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同时，利用麦克斯韦第三关系 Eq.52，我们处理第二项：

∵
(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

(59a)

∴
(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p (59b)

∵ pV = nRT（理想气体） ∴
(
∂U

∂V

)
T

= 0 (59c)

这正是焦耳定律的结论。同理，我们可以处理焓的情况：

∵ dH = T dS + V dp, dS =

(
∂S

∂T

)
p

dT +

(
∂S

∂p

)
T

dp (60a)

∴ dH = T

(
∂S

∂T

)
p

dT +

[
T

(
∂S

∂p

)
T

+ V

]
dp (60b)

与焓用温度与压强作为独立变量的全微分形式相比较，可以得到：

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

(61)

重新回顾迈耶公式1.6.3，我们可以得到对一般的系统

Cp − CV = T

[(
∂S

∂T

)
p

−
(
∂S

∂T

)
V

]
(62a)

∵ S(T, p) = S (T (T, p), V (T, p)) ,∴
(
∂S

∂T

)
p

=

(
∂S

∂T

)
V

+

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

(62b)

∴ Cp − CV = T

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

=
V Tα2

kT
(62c)

因此我们证明了迈耶公式的一般性。关于麦克斯韦关系与雅可比行列式的其他应用，可

以参见例题。

Example
雅可比行列式的应用

1. 证明： κs

κT
= CV

Cp
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Proof.

已知：

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

, Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

, κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

, κs = − 1

V

(
∂V

∂p

)
S

(63)

回顾雅可比行列式的性质，可以得到：

κS

κT

=

(
∂V
∂p

)
S(

∂V
∂p

)
T

=

∂(V,S)
∂(p,S)

∂(V,T )
∂(p,T )

=

∂(V,S)
∂(V,T )

∂(p,S)
∂(p,T )

(64a)

=

(
∂S
∂T

)
V(

∂S
∂T

)
p

=
CV

Cp

(64b)

■

综合以上的推导，比较简单地给出任意简单系统的基本热力学函数的计算公式：

U = U(T, V ) ⇒ dU =

(
∂U

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV (65a)

U =

∫
CV dT +

∫ [
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

]
dV + U0 (65b)

S = S(T, V ) ⇒ dS =

(
∂S

∂T

)
V

dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV (65c)

∵
(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

(Max03:Eq.52) ∴ S =

∫
CV

dT
T

+

∫ (
∂p

∂T

)
V

dV + S0 (65d)

H = H(T, p) ⇒ dH =

(
∂H

∂T

)
p

dT +

(
∂H

∂p

)
T

dp (65e)

H =

∫
Cp dT +

∫ [
−T

(
∂V

∂T

)
p

+ V

]
dp+H0 (65f)

S =

∫
Cp

T
dT −

∫ (
∂V

∂T

)
p

dp+ S0 (65g)

最后，对于复杂的参数空间，马休告诉我们可以通过寻找特性函数来化简：
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Definition 2.3.1:特性函数

适当选取自变量，由一个函数，就可得到其它所有函数（马休，1869）。

2.4 气体的节流过程

气体的节流过程可以用示意图来表示：实验上我们可以得到结论：

Figure 4: 节流过程

• 气体经节流过程温度降低，被称为焦汤效应。

• 实际气体的内能不久与温度有关，还与其压强体积有关。

• 节流过程为一个等焓过程。

对于第三点，其基于一个前提：节流过程中气体经历绝热过程。利用隐函数关系1.4.1对
焓函数进行分析： (

∂T

∂p

)
H

(
∂p

∂H

)
T

(
∂H

∂T

)
p

= −1 (66)

定义并化简焦汤系数：

µ =

(
∂T

∂p

)
H

=
V

Cp

[Tα− 1] (67)
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对于理想气体，焦汤系数严格为 0。但是对于实际气体，焦汤系数的正负性是无法直接
确定的。利用节流过程的等焓性质，实测得实际气体的等焓曲线如图所示：可以看到，

Figure 5: 实际气体的等焓曲线

实际气体的焦汤系数作为曲线的斜率，存在一个“反转”过程。反转曲线由 µ = 0的点，

也就是曲线极大值点确定。反转曲线与温度轴存在一个交点，称为最高转换温度。从分

子的微观机制上，我们也许可以在一定程度上解释这个现象。我们都知道，理想气体在

微观上的实质就是忽略了分子势能的气体分子集团。如我们将分子势能纳入考虑：由于

Figure 6: 分子势能的影响

分子势能的非单调性，势能在节流过程中的变化存在一个反转，其最终会影响到动能的

增减，使作为反映分子平均动能的温度存在升温和降温两种变化。
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2.5 磁介质的热力学理论

在 1.5节中给出了磁介质在磁场中因激发磁场与介质磁化所做功。如我们所研究的系统
并不包含磁场而只含有磁介质，我们可以将其简化为：

dW = µ0VH dM = µ0H dm,m = V ×M (68)

我们已经假设了磁化是均匀的并且使用 H以与焓区分。如我们忽略磁介质的体积变化，
那么其热力学的基本方程为：

dU = T dS + µ0H dm (69)

重复本节的推导，我们可以得到：(
∂S

∂H

)
T

= µ0

(
∂m

∂T

)
H
, CH = T

(
∂S

∂T

)
H

(70a)

∴
(
∂T

∂H

)
S

= −µ0T

CH

(
∂m

∂T

)
H

(70b)

假设其遵守居里定律1.4.3，我们得到如下关系：(
∂T

∂H

)
S

=
CV

CHT
µ0H (71)

这个结果是有意义的：它告诉我们绝热等熵过程3中降低磁场可以降温，如调控各参数，

绝热去磁制冷是最有效的获得 1K以下超低温的方法。

如我们考虑磁介质的体积变化，Eq.69需要修改为：

dU = T dS − p dV + µ0H dm (72a)

⇒ dG = −S dT + V dp− µ0m dH (72b)

所以我们得到： (
∂V

∂H

)
T,p

= −µ0

(
∂m

∂p

)
T,H

(73)

3所以这里需要绝热可逆吗？
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从物理意义上讲：左式给出磁致压缩的量化，右式描述了压磁效应，即磁矩随压强的变

化。

2.6 热辐射的热力学理论

热辐射的基本知识就不多赘述。我们所研究的是平衡辐射：即辐射体对电磁波的吸收与

发射达到了平衡，实质就是黑体辐射。

由一个思想实验4可以证明空腔内辐射场的内能密度仅是温度的函数。因此我们研究热

力学函数 U(T, V )。隐含前提：

• 空腔内辐射为平衡辐射。

• 辐射场各向同性无偏振。

• 内能密度只是温度的函数且在空间上均匀。

由电磁理论5，我们知道辐射场的能量密度与热力学量的关系:(
∂U

∂V

)
T

= u(T ), p =
1

3
u(T ),∴

(
∂p

∂T

)
V

=
1

3

du(T )
dT

(74)

结合之前推导的 Eq.59b，我们可以得到：

u(T ) = T × 1

3

du(T )
dT

− 1

3
u(T ) (75a)

du
u

= 4
dT
T

(75b)

∴ u = aT 4, ais a constant (75c)

4证明待补
5证明待补
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利用特性函数，我们可以得到其他热力学函数：

S =
4

3
aT 3V (76a)

F = −1

3
aT 4V (76b)

G = U − TS + pV = 0 (76c)

从吉布斯自由能的结果可以知道空腔内光子数不守恒6。仿效流体力学，我们可以定义

辐射场的能流密度 Jµ。

Definition 2.6.1:能流密度

单位时间内通过单位面积向一侧辐射的总辐射能量。

由于辐射场各向同性，我们可以得到 dΩ内的辐射能量密度为 cudΩ
4π

cos θ dA。于是
得到：

Jµ dA =
cu dΩ
4π

dA
∫

cos θ dΩ (77a)

=
1

4
cu dA (77b)

∴ Jµ =
1

4
cu (77c)

将 u = aT 4带入，则得到斯特潘定律。

Theorem 2.6.1:斯特潘玻尔兹曼定律

一个黑体表面单位面积在单位时间内辐射出的总功率（称为物体的辐射度或能量

通量密度）j*与黑体本身的热力学温度 T（又称绝对温度）的四次方成正比。

Jµ = σT 4, σ =
ac

4
(78)

6原因是化学势为 0，即
(
∂G
∂n

)
T,p

= µ = 0，所以粒子数增减无影响。
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3 单元系的相变

研究相变，实质上也是研究平衡。热力学系统的平衡体现在参数空间中的平衡，各个状

态函数的稳定性分析可以套用势能的稳定性分析。

什么是平衡？热力学平衡就是宏观强度量不再变化的时刻（无涨落）。由于热力学的方

向是热二定义的，有第一节给出的判据，整理如下：

• 对于任何孤立系统，熵极大原理，即熵的虚变动恒为 0。

• 等温等容系统，自由能极小。

• 等温等压系统，吉布斯自由能极小。

• 等熵等压系统，焓极小。

• 等熵等容系统，内能极小。

对于熵判据，数学语言描述为：

δS = 0, δ2S < 0 (79)

假如我们用 (U, V )作为变量，则有：

δ2S =

[(
∂2S

∂U2

)
(δU)2 +

(
∂2S

∂V 2

)
(δV )2 + 2

(
∂2S

∂U∂V

)
δUδV

]
(80a)

=

[
∂

∂U

(
∂S

∂U

)
δU +

∂

∂V

(
∂S

∂U

)
δV

]
δU +

[
∂

∂U

(
∂S

∂V

)
δU +

∂

∂V

(
∂S

∂V

)
δV

]
δV (80b)

∵ T dS = U + p dV,∴
(
∂S

∂U

)
V

=
1

T
,

(
∂S

∂V

)
U

=
p

T
(80c)

因为这个系统有两自由度，所以我们假定自由度就在 (U, V )上，因此这两者互相独立。(
∂S
∂U

)
V
= ∂S

∂U
,
(
∂S
∂V

)
U
= ∂S

∂V
。所以我们可以得到：

δ2S = δ

(
1

T

)
δU + δ

( p
T

)
δV (81)
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又由于：

δ

(
1

T

)
=

(
∂

∂T

1

T

)
V

δT +

(
∂

∂V

1

T

)
T

δV = − 1

T 2
δT

(82a)

δ
( p
T

)
=

(
∂

∂T

p

T

)
V

δT +

(
∂

∂V

p

T

)
T

δV =
1

T 2

[
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

]
δT +

1

T

(
∂p

∂V

)
T

δV

(82b)

δU =

(
∂U

∂T

)
V

δT +

(
∂U

∂V

)
T

δV = CV δT +

[
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

]
δV

(82c)

代入即可得到：

δ2S = −CV

T 2
(δT )2 +

1

T

(
∂p

∂V

)
T

(δV )2 (83)

对于任意的虚变动，熵的二阶变动必须小于 0.所以我们有：

CV > 0,

(
∂p

∂V

)
T

< 0 (84)

3.1 开系的热力学基本方程

我们首先考虑开系的热力学基本方程。由于开系存在摩尔数变化，其吉布斯函数变为：

dG = −S dT + V dp+ µ dn, µ =

(
∂G

∂n

)
T,p

= Gm(T, p) (85)

为了对化学势有一个直观的认识，我们不加证明地介绍一个定理：

Theorem 3.1.1: Benjamin-Widom insertion method

对于一个给定温度体积的系统，化学势为：

µ = −kT ln
(
ZN+1

ZN

)
(86)
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ZN 是 N 粒子系统的配分函数。配分函数包含了动量空间和位形空间中的积分，

两者分别给出了理想的气体分布函数对于化学势的贡献和额外化学势。可以证明，

在足够大的粒子数系统中：

µ = µideal + µ∗, µ∗ = −kT ln
〈
e−

∆U
kT

〉
(87)

∆U 是在 N 粒子系统中加入一个粒子所做的功。由于势场并非均一，所以这个额

外功并不一定为定值，需要对所有可能的情况平均。

对于单原子理想气体，在第七章 Eq.(255d)给出配分函数为：

Z1 = V

(
2πm

h2β

)3/2

(88)

即可计算出其化学势为：

µ = kT ln

(
N

V

(
h2

2πmkT

)3/2
)

(89)

由于普朗克常数是如此的小，我们可以得到 µ < 0，也就是说单原子理想气体的化学势

是负的。此外还有一些其他结论，比如费米气体的化学势在温度小于费米面对应温度时

(意味这我们填入的粒子多于能级数)，化学势为正，意味这增加粒子耗能。反之，如果
温度大于费米面对应温度，化学势为负，意味着增加粒子做负功。对于玻色气体则在玻

色-爱因斯坦凝聚温度之前，化学势 0因为玻色子总可以无穷简并。但在凝聚开始后化

学势为负，即粒子自发凝聚。

Remark. 关于化学势和吉布斯函数的讨论。

由于在后面 Eq.130a我们将知道 G =
∑

i µini，所以这里我们能得到一个推论：单原子

平衡态理想气体的吉布斯自由能为负。之前在辐射场的讨论中，Eq.76c我们发现空腔的
吉布斯函数为 0.这使我有一个疑惑：如果吉布斯自由能也是一种能量，那么为什么存
在一种绝对的正负和零点？

从化学的角度，化学家们一开始是希望能找到一个针对反应进行方向的判据。根据热

二，很显然应该是熵，但注意，是系统和环境所有涉及到部分的总熵。但环境的熵是难
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以测量和研究的，化学家们也更关注系统。因此化学家需要重新找一个物理量。正如赫

斯定律4.5.1所告诉我们的，一个反应总是要么放热要么吸热，而我们更关心等压过程，
所以系统和环境交换热量，而这个热量正是焓变。而环境的熵变正是来自于这部分热量

（假如这个环境中只有一个系统在作用着）。所以我们有：

∆Suniv = ∆Ssurr +∆Ssys = −∆Hsys

T
+∆Ssys (90)

当然，这里我们还假设了等温，使得熵易于计算。不过化学关心的确实是等温等压过程。

如此，总熵变就脱离了环境的参数。由于 (热力学)温度总是正的，我们不妨定义一个新
热力学函数：

∆G = −T∆Suniv = ∆Hsys − T∆Ssys (91)

这就是吉布斯函数。在等温等压过程中，熵的极大化就转化为了吉布斯函数的极小化。

我们看到，这里我们仍然只定义出了吉布斯函数的差值。事实上，热力学里我们一般都

只能找到状态函数的差，理论上存在一个常数的自由度。但实际上，统计物理中所有状

态函数都可以通过哈密顿量计算出。由于哈密顿量是一个绝对量，所以状态函数在哈密

顿量确定后都将是一个绝对量。也因此我们会看到空腔中吉布斯函数为 0、玻色、费米、
理想气体粒子的化学势有绝对的正负。

在引入化学势后，开系的其他状态函数为：

F (T, V, n) = G− pV,⇒ dF = −S dT − p dV + µ dn (92a)

H(S, p, n) = G+ TS, dH = T dS + V dp+ µ dn (92b)

U(S, V, n) = G+ TS − pV, dU = T dS − p dV + µ dn (92c)

J(T, V, µ) = F − µn, dJ = −S dT − p dV − n dµ (92d)

其中，J 是巨热力学势。

3.2 单元复相系的平衡条件

让我们从两相系开始，用 α和 β 来表示相。我们对这个系统有以下设定：
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• 不考虑表面相

• 系统禁锢在一个坚固容器里，容器的体积是固定的

• 系统与外界没有任何形式的能量交换和物质交换

因此数学化为：

δUα + δUβ = 0, δV α + δV β = 0, δnα + δnβ = 0 (93)

回顾上一节的各个基本方程，我们发现用 Eq.92c可以很好地描述这个系统，因为这个方
程联系了熵变和上述三个变量。所以我们有：

δS = δSα + δSβ = δUα

(
1

T α
− 1

T β

)
+ δV α

(
pα

T α
− pβ

T β

)
+ δnα

(
µα

T α
− µβ

T β

)
= 0 (94)

得到二相平衡条件：

• 热平衡条件：T α = T β

• 力学平衡条件：pα = pβ

• 相变平衡条件：µα = µβ

简单讨论以下第三条：显然如此平衡条件未达到，则物质将自发向化学势低的相转移。

这也是为什么称为相变。对于平衡相变，二相在相变曲线上可以以任意比例共存。由于

相变曲线上二相的化学势相等，转化过程中物质总量守恒，所以在状态转换过程中吉布
斯函数变化为 0。相图示例7：临界点为原点的第一象限为超临界流体/超临界态，因为
其具有极大的密度涨落，气液分界消失，不透明度增加。已经不是热力学研究的范畴。

在相变曲线上的连续两点 (T, p)和 (T + dT, p+ dp)，我们可以得到：

µα(T, p) = µβ(T, p) (95a)

µα(T + dT, p+ dp) = µβ(T + dT, p+ dp) (95b)

∴ dµα = dµβ (95c)
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Figure 7: 相图示例

从 Eq.85我们可以得到一个有用等式：

∵ G = µn, dG = −S dT + V dp+ µ dn (96a)

∴ dµ = −Sm dT + Vm dp, Sm =
S

n
, Vm =

V

n
(96b)

所以我们可以得到：

−Sα
m dT + V α

m dp = −Sβ
m dT + V β

m dp (97a)
dp
dT

=
Sβ
m − Sα

m

V β
m − V α

m

=
L

T (V β
m − V α

m)
(97b)

上式中定义了相变潜热：L = T (Sβ
m − Sα

m)。而 Eq.97b就是著名的克拉珀龙方程。由于
通常情况下温度增大的时候体积增大/熵增大，所以大多数的相变曲线都是斜率为正的。
但是也有例外，比如冰和 He−3的溶解曲线中，由于体积缩小斜率为负。

平衡相变系统有几个值得单独分析的特例。首先是蒸汽压方程；描述与凝聚态（固液）达

到平衡的蒸汽系统。如我们用 α表示凝聚相，β表示蒸汽相，那么我们一般有 V α
m ≪ V β

m，

且蒸汽相可以近似满足理想气体方程。所以我们有：

dp
dT

=
L

T

p

RT
(98a)

∴ ln
p

p0
= − L

RT
+ C (98b)
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这就是蒸汽压方程。

3.3 临界点和气液相变的特点

可以证明，在一定温度范围内，服从范德瓦尔斯方程的气体等温线形状如图：范德瓦

Figure 8: 范德瓦尔斯气体的等温线

尔斯方程统一地描述了气液两态7，我们可以将等温线视作气液相变曲线。由平衡条件

Eq.84，我们可以立即发现 JN是不稳定的，接下来我们将说明 AJ和 NB段也是亚稳定
的。

我们讨论的判据是吉布斯函数最小。从等式 Eq.96b我们可以看到：等温线上压强为 p和

p0之间的化学势之差为：

µ− µ0 =

∫ p

p0

v dp (99)

即曲线与纵轴所围面积，当然曲线行进向上面积变化为正，向下为负。我们可以试画出

化学势的等温曲线：这张图显现出 A和 B 点的特殊性：在 p − V 相图上，它们是等面

积差点；在 µ− p图上，它们是等化学势点。因此它们标志了稳态和亚稳态的分界。实

7待说明
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Figure 9: 化学势曲线

际上，B点全气态，A点全液态。如我们将 AB间曲线更换为连接两点的直线，那么我
们就获得了几乎完全符合的实测等温线。

随温度升高，范式等温线上的 N，J两点会不断接近至相同。此时形成拐点。数学语言
为： (

∂p

∂V

)
T

= 0,

(
∂2p

∂V 2

)
T

= 0 (100)

如将范式物态方程代入，可以得到：

TC =
8a

27Rb
, pC =

a

27b2
, VC = 3b,

RTC

pCVC

=
8

3
(101)

最后的比值称为临界系数。实际测量结果存在一定偏差。比如 He是 3.28，H2O是 4.37.

利用临界参数，可以写出对比方程：

t∗ =
T

TC

, p∗ =
p

pC
, v∗ =

V

VC

(102a)(
p∗ +

3

v∗

)(
v∗ − 1

3

)
=

8

3
t∗ (102b)
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这个方程揭示了对应态定律：

Theorem 3.3.1:对应态定律

采用对比变量，各种气液的物态方程是完全相同的

3.4 相变分类

3.4.1 一级相变

一级相变也称不连续相变。在一级相变中，化学势连续，而一阶导数不连续。由 Eq.96b我
们可以看到：

s =
∂µ

∂T
, v =

∂µ

∂p
(103)

因此一级相变中，由于相变潜热，摩尔熵会突变，摩尔体积也会突变。一般的固液气三

相之间的相变、固相的不同晶格结构之间的同素异晶相变都属此类。比如在上一节中，

图9中的 A和 B 点 (它们在 p − V 图上中间有一条直线，标志从纯液态到纯气态)就是
一级相变，其一阶偏导不连续。一级相变的特点就是：

• 可能出现亚稳态

• 存在相变潜热和体积突变
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3.4.2 二级以及更高级相变

二级及以上相变也称连续相变。在二级相变中，化学势和一阶导数连续，而二阶导数不

连续。结合之前的麦克斯韦关系，我们可以得到：

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

= −T
∂2µ

∂T 2
(104a)

kT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

= − 1

V

∂2µ

∂p2
(104b)

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

=
1

V

∂2µ

∂T∂p
(104c)

即热容、等温压缩系数、热膨胀系数都会在二级相变点发生突变。气液在临界点附近的

相变，铁磁物质的顺磁、抗磁性质的逆转，以及液氦的超流相变、金属的超导相变都属

于二级相变。二级相变的特点是：

• 无相变潜热，无体积突变

• 热容、等温压缩系数、热膨胀系数等二阶导数往往趋于无穷。

如相变点化学势及其一级、二级⋯⋯n − 1级偏导连续，而 n级偏导不连续，则称为 n

级相变。相比于一级相变，连续相变是我们研究的重点。

3.5 临界现象和临界指数

临界点是连续相变的相变点。研究临界点的意义在于：许多物质在临界点附近表现出特
殊的物理行为，如非解析、非线性、混沌等。用幂函数描述热力学量时，定义幂指数为

临界指数。实验发现，不同的物质系统在相变点体现出相似的行为，表现为临界指数大
致相等。这是临界现象的普适性。

比较著名的临界系统有：Ising模型、沙堆模型等。我们解析地研究几类。首先是液气流
体系统的临界现象。我们的研究对象如图所示：为了方便讨论我们定义归一归零化温度
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Figure 10: 液气流体系统

t：

t =
T − TC

TC

(105)

通过实验测量我们可以得到，在 T → T−
C 时:

ρl − ρg ∝ |t|β (106a)

κT → ∞ (106b)

CV → ∞ (106c)

|p− pC | ∝ |ρ− ρC |δ (106d)

对于铁磁系统，我们同样在临界附近发现了临界现象：

M ∝ |t|β (107a)

χ =

(
∂M

∂H

)
T

∝ |t|−γ (107b)

CH ∝ |t|−α (107c)

且上述两系统的临界指数 β 分别是 0.32 0.35与 0.30 0.36，都是相当接近的。由此发展

了普适类猜想，即临界现象的普适性，临界现象只依赖于系统的维数和对称性/序参量
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的数目，而不依赖于具体的微观机制。

3.6 朗道临界相变理论

为了描述临界现象，朗道提出了一种临界相变理论试图统一描述各种物质的临界现象。

朗道理论的基本假设是：

• 临界点附近的物理量可以用幂函数表示

• 临界点附近的物理量可以用临界指数表示

引入一个序参量 η，它在临界温度以下的相，对称性较低，有序程度较高，η ̸= 0；在临

界温度以上的相，对称性较高，有序程度较低，η = 0。

Remark. 对称性越高，意外着状态数多，所以无序；在丢失一些状态数的时候，会减少
状态数，所以更有序。这称为对称性破缺，是对称性破缺带来了有序。因此尽管在直观

上越对称看上去似乎越有序，在实际上却是越无序的。8

我们可以将自由能幂函数展开：

Φ(η) = Φ0 +
A

2
η2 +

B

4
η4 +

C

6
η6 + · · · − hη (108)

可以注意到，基于自由能在序参量附近具有对称性，我们可以将奇数次项全部消去。

首先以一个简单的经典力学体系为例。如图所示：其自由能即系统势能，可以写为：

E =
1

2
k(l − l0)

2 =
1

2
k
(√

d2 + x2 − l20

)2
(109a)

=
1

2
k(d− l0)

2 +
1

2
k · 2(d− l0)

(
x2

2d

)
+

1

2
k · 1

4

(
x2

2d

)2

+ · · · (109b)

8需要更进一步说明
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Figure 11: 弹簧模型

类比朗道理论，可以得到：

A(d) =
k

d
(d− dc), B > 0, dc = l0 (110)

如我们希望自由能最小化，则应当使 x2 = l20 − d2。这就是平衡位置。当 d > dc 时，平

衡位置为 0，此时系统对称性较高，有序程度较低；当 d < dc时，平衡位置不为 0，此
时系统对称性较低，有序程度较高。如图所示：如我们使用朗道自由能 Eq.109b，则发

Figure 12: 对称性破缺过程

现 A的正负使得第二项可能和第三项产生竞争，从而可以解释我们上面的对称性破缺

过程。

接下来研究单轴各向异性铁磁系统。单轴铁磁体具有一个容易磁化的晶轴。原子磁矩的

取向只能平行或反平行于这个晶轴。取平均磁化强度M为序参量，其也只能沿这个轴。
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实验发现，序参量随着温度有对称性的自发破缺过程：使用朗道自由能研究这个系统在

Figure 13: 铁磁系统的对称性破缺过程

临界点附近的行为。我们可以得到：

F (T,M) = F0(T ) +
1

2
a(T )M2 +

1

4
b(T )M4 + · · · (111)

如我们想获得一个稳定平衡，需满足：

∂F

∂M
= M

(
a(T ) + b(T )M2

)
= 0,

∂2F

∂M2
= a(T ) + 3b(T )M2 > 0 (112)

第一个方程是平衡条件，第二个方程是稳定判据。由平衡条件可以得到：

M = 0,M = ±

√
−a(T )

b(T )
(113)

第一个解对应无序态，此时温度高于临界温度；第二个解对应有序态，此时温度低于临

界温度。在临界点邻域假设：

a(T ) = a0t, b(T ) = b0, a0 > 0 (114)

这个假设可以类比弹簧体系得到：a应当在临界前后变号，b应当不变号。基于这个假
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设我们得到： 
M = 0, t > 0

M = ±
√

a0
b0

√
−t, t < 0

(115)

也就是说临界指数为 β = 1/2。实验上测得为 0.30 0.36，可比。如我们先接收我们的这

个理论的序参量解析解，则可以计算出自由能、熵与比热：

F (T,M) =


F0(T ) T > TC

F0(T )−
a20
4b

1

T 2
C

(T − TC)
2 T < TC

(116a)

S(T,M) = −∂F

∂T
=


S0(T ) T > TC

S0(T ) +
a20
2b

1

T 2
C

(T − TC) T < TC

(116b)

CV (T,M) = T
∂S

∂T
=


CV 0(T ) T > TC

CV 0(T ) +
a20
2b

T

T 2
C

T < TC

(116c)

由比热（零场比热）的解析表达式可以看出有序相的比热容大于无序相的比热容，这是

因为有序相的状态数少，所以比热容大。且突变是有限的，因此在这个理论中临界指数

α = 0。实验上测得为 0.00 0.2，可比。最后研究磁化率 χ，其推导为：

dF = −S dT + µ0H dM (117a)

µ0H =

(
∂F

∂M

)
T

= aM + bM3 + · · · (117b)

χ =

(
∂M

∂H

)
T

=
µ0

(a+ 3bM2)
(117c)

带入我们的线性理论：

χ =


µ0

a0
t−1 T > TC

µ0

2a0
(−t)−1 T < TC

(118)

得到临界指数 γ = 1。实验上测得为 1.2 1.4. 此外我们还可以得到 H ∝ M3，即临界指

数 δ = 3。实验上测得为 4.2 4.8。

朗道理论的缺陷在于没有考虑到涨落。涨落会使得临界点附近的物理量发生变化。而临
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界点附近涨落非常大，平均场理论失效。

4 多元系的复相平衡和化学平衡

当多元系中没有化学反应时，平衡态称为复相平衡。当多元系中有化学反应时，平衡态

称为化学平衡。本章主要讨论复相平衡，化学平衡将在第五章讨论。

4.1 多元系的热力学函数和热力学方程

我们首先应该进入均匀系讨论，也就是说先只看多元复相系的一个相。其基本热力学函

数在多元系中应写成：

V = V (T, p, n) (119a)

U = U (T, p, n) (119b)

S = S (T, p, n) (119c)

其中 n = {n1, . . . , nk}为 k种化学组元的总摩尔数。

对于m次齐次函数，我们有欧拉定理。

Theorem 4.1.1:欧拉定理

对于m次其次函数 f(λx1, . . . , λxk) = λmf(x1, . . . , xk)，有

k∑
i=1

xi
∂f

∂xi

= mf (120)

由于对于多元复相系，各化学组元的量都增加 λ倍时，广延量热力学函数的变化为：

F (T, p, λn) = λF (T, p, n) (121)
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所以多元复相系的广延量都为一次齐次函数，因此有欧拉定理：

F =
∑
i

ni

(
∂F

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

=
∑
i

niµi (122)

F 取不同的热力学函数，mui分别为偏摩尔体积、内能、熵、焓、自由能和吉布斯自由

能，依次记为：vi, ui, si, hi, fi, gi。接下来我们重点研究吉布斯函数以引入化学势这一概

念。

有 G的全微分形式：

dG =

(
∂G

∂T

)
p,ni

dT +

(
∂G

∂p

)
T,ni

dp+
∑
i

(
∂G

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

dni (123)

我们知道在所有组元物质的量不变的情况下，
(
∂G
∂T

)
p
= −S,

(
∂G
∂p

)
T
= V。我们定义化学

势 µi为：

µi =

(
∂G

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

(124)

重写 G的全微分：

dG = −S dT + V dp+
∑
i

µi dni (125)

化学势的定义可以很方便地推广到其他的热力学函数上，比如对于内能 U，我们有：

∵ U = G+ TS − pV,∴ dU = dG+ T dS + S dT − p dV − V dp (126a)

∴ dU =
∑
i

µi dni + T dS − p dV (126b)

对于焓 H 与自由能 F，我们有：

dH =
∑
i

µi dni + T dS + V dp, dF =
∑
i

µi dni − S dT − p dV (127)

显然我们可以总结：

µi =

(
∂U

∂ni

)
S,V

=

(
∂H

∂ni

)
S,p

=

(
∂F

∂ni

)
T,V

(128)
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介绍一个吉布斯关系：

Theorem 4.1.2: Gibbs-Duhem relation

−S dT + V dp =
∑
i

ni dµi (129)

Proof.

∵ G =
∑
i

µini,∴ dG =
∑
i

ni dµi +
∑
i

µi dni (130a)

∵ dG = −S dT + V dp+
∑
i

µi dni,∴
∑
i

ni dµi = −S dT + V dp (130b)

■

由这个关系我们可以推论：对于一个复相系，如果有 k种化学组元，那么只需要 k − 1

个化学势就可以确定系统的平衡态。或者说，连同 T, p一共 k + 1个独立变量可以确定

系统的平衡态。这个结论对于化学平衡也是成立的。

对于复相系，我们将以上结果对各相求和。

4.2 复相平衡条件

我们讨论的复相系条件是：

• 我们讨论是二相系统，用 α, β 下标表示两相。

• 两相的温度、压强相等，即 Tα = Tβ = T, pα = pβ = p，即热平衡和力学平衡条件

以达到。

• 两相各有 k个化学组元。

• 各化学组元之间不发生化学反应。
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我们将证明复相平衡的条件是化学势相等。由于不发生化学反应，所以各相的化学组元

总量不变，即：

δnαi + δnβi = 0 (131)

由吉布斯判据：

δG =
∑
i

µαiδnαi +
∑
i

µβiδnβi = 0 (132a)

∵ δnαi + δnβi = 0,∴
∑
i

µαiδnαi = −
∑
i

µβiδnβi (132b)

∴
∑
i

(µαi − µβi)δnαi = 0 (132c)

这个判据可以很轻松地推广到多元复相系，即：

Theorem 4.2.1:多元系的相变平衡条件

多元系的相变平衡条件为（α, β 为任意两相）：
Tα = Tβ = T

pα = pβ = p

µαi = µβi, i = 1, . . . , k

(133)

结合之前给出的 Gibbs-Duhem关系4.1.2，我们可以得到著名的吉布斯相律。假设我们总
共有 ϕ个相，每个相均含有 k个组元。由吉布斯关系我们知道描述整个系统需要 (k+1)ϕ

个强度量。但他们也并不是完全独立的，因为我们有复相平衡条件4.2.1:

• 热学平衡：T 1 = T 2 = · · · = T ϕ = T，给出 ϕ− 1个独立条件。

• 力学平衡：p1 = p2 = · · · = pϕ = p，给出 ϕ− 1个独立条件。

• 化学平衡：µ1
i = µ2

i = · · · = µϕ
i，给出 k(ϕ− 1)个独立条件。

所以总共有 (k+2)(ϕ−1)个独立条件，因此我们只需要 (k+1)ϕ−(k+2)(ϕ−1) = ϕ+k−2

个独立强度量就可以确定系统的平衡态。
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上面的讨论假设了各相的组元数相同，但实际上我们可以放松这个条件。这是因为如果

某一相少了一种组元，强度量数量和约束方程数量都会同时减少一个，所以关系式不会

受到影响。这就是吉布斯相律：

Theorem 4.2.2:吉布斯相律

复相系平衡时，可以独立改变的强度量个数为：

f = −ϕ+ k + 2 (134)

吉布斯相律具有很多实际应用，下面具体阐释一例：

Example
Application of Gibbs Phase Law

对于单元系，k = 1，所以 f = 3 − ϕ。对于单元系，我们可以独立改变的强度量个

数为：

• 单相：f = 2，即 T, p。

• 两相：f = 1，即 T 或 p。为两相平衡曲线。

• 三相：f = 0，即 T, p同时确定。这就是为什么能用水的三相点定标温度。

4.3 膜平衡

膜平衡是指两相之间的化学势和温度相等，但是压强不相等。这种平衡在生物体内很常

见。我们用统计物理的方法研究这个系统。首先研究溶质溶剂系统，可以证明系统吉布

斯函数可以写为：

Gtot = NH2Oµ
0
H2O

+Nsεs − TSmix (135)

这个系统显然没有考虑相互作用。其中混合熵写为：

Smix = kB ln
(NH2O +Ns)!

NH2O!Ns!
(136)
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使用斯特林公式 lnN ! ≈ N lnN −N，我们有：

Smix = −kB

[
NH2O ln

NH2O

NH2O +Ns

+Ns ln
Ns

NH2O +Ns

]
(137)

认为溶质相对溶剂量非常小，进一步化简混合熵：

Smix = −kB

[
NH2O ln

NH2O

NH2O +Ns

+Ns ln
Ns

NH2O +Ns

]
≈ −kB

(
Ns ln

Ns

NH2O

−Ns

)
(138)

回到吉布斯函数，可以得到这个系统中溶质真正的化学势为：

µs =

(
∂Gtot

∂Ns

)
T,p,NH2O

= εs + kBT ln
Ns

NH2O

= µi0 + kBT ln
ci
ci0

(139)

ci和 ci0相当于溶质和溶剂的质量分数，一般将参考点定为 ci0 = 1。这个结果可以推广

到多组元的情况。接下来回到膜平衡的模型中，假设只有水可以穿过膜。如果在一侧加

入一些溶质，比如说糖。那么水的化学势也会发生变化：

µH2O =

(
∂Gtot

∂NH2O

)
T,p,Ns

= µ0
H2O

− kBT
cs

cH2O

(140)

膜两侧化学势存在差，导致无糖区的水分子被提升到有糖区。这个过程会持续到两侧化

学势相等。在平衡压强附近展开化学势到压强的一阶项：

µH2O(T, p0) = µ0
H2O

(T, p)− kBT
cs

cH2O

+ kBT

(
∂µ0

H2O

∂p

)
(p− p0) (141)

由麦克斯韦关系我们知道
(

∂µ0
H2O

∂p

)
= VH2O，所以有：

µH2O(T, p) = µ0
H2O

(T, p0) ⇒ ∆p =
Ns

V
kBT (142)

得到了一个很类似理想气体物态方程的结果。

 第 44页 



 Academic year 2023 : 统计物理 Per aspera, ad astra.

4.4 相图

由于缺乏对化学势的理论认知，相图是实验测定的。对于二元系，我们需要三个参数。

一般选取固定压强或温度下，另一个参数与浓度（摩尔分数/质量百分比）x作为坐标。

下面举无限固溶体相图为例。无限固溶体是指两种组元在固态下可以以任意比例互溶。

金和银是一例。其相图为：从上方的相图中可以总结：

Figure 14: 固定压强下，以温度和浓度为坐标的金银相图。

• α表示液相，β 表示固相。此区域由相律知自由度为 3.

• α区边界为液相线，温度下降时，液相成分沿此线连续改变。β 区边界为固相线，

温度下降时，固相成分沿此线连续改变。

• α+ β是两相共存区，此区域由相律知自由度为 2.所以给定 (T, p)，液相固相中的

成分是固定的。

在两相共存的时候，可以通过杠杆定则确定各相的质量。对于金银相图，我们有：

mα

mβ

=
ON

OM
(143)
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下面让我们用统计物理来研究一下相图。用之前膜平衡类似的方法表示出混合后自由

能：

G = (1− x)G0
A + xG0

B + kBT [x lnx+ (1− x) ln(1− x)] (144)

如果无混合，显然只有前两项。画图示意为图15。由于−S = ∂G
∂T
，而气体的熵总是比液

Figure 15: 混合自由能。

相的熵大。所以温度下降时，气相吉布斯自由能的上升总是快于液相。由于高温时气相

吉布斯自由能总是较小，因而我们会看到温度下降时液相吉布斯自由能将会低于气相。

图示为图16。又由于 ∂G
∂x

= µ, x ∼ n。所以右侧体现出，如果我们可以找到两相的公切

线，切两相曲线与不同点。这两点化学势相等，切点中间部分的物态无论气态或是液态

吉布斯函数都高于公切线，所以会根据杠杆原理相分离。

上述考虑的是无相互作用的多元系，如考虑相互作用，比如考虑排斥作用。定性分析，

当两元平均存在时，相互作用势能最强，则会导致吉布斯函数产生一个“鼓包”，且由

于这个机制对温度依赖小或者无依赖，所以温度较低时，排斥势贡献相对越大。图示为

图17。在某一个参数附近，也会产生两个局域极小，从而发生自发的相分离。

4.5 化学反应系统

这里讨论的是一种 toy model——受体 (Receptor)和配体 (Ligand)的结合反应。这种反应
在生物体内很常见。示意图为：这张图需要如下解释：

• 我们假设系统中仅有一个被固定的受体，配体数量为 L。配体弥散在周期性晶格

的空间中，晶格总数为 Ω。
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Figure 16: 温度下降时，液相吉布斯自由能低于气相。

• 假设每一个配体携带了能量 ϵsol，并且受体和配体结合后，能量会减少一份。但同

时增加一个结合能 ϵbind。由此可以写出第二列的能量分析。

• 结合时，系统会发生熵减。系统的熵由配体的分布系综决定。在第二列的计算中
我们假设了 L ≪ Ω，从而得到了第三列的熵分析。熵减导致自由能的增加。但是

结合使系统内能降低，形成竞争。

• 由于前后系统能量不同，所以权重（玻尔兹曼分布中的温度）不同。

最终得到配体结合的概率为：

Pbind =

ΩL−1

(L−1)!
e−β[(L−1)ϵsol+ϵb]

ΩL−1

(L−1)!
e−β[(L−1)ϵsol+ϵb] + ΩL

(L−1)!
e−βLϵsol

(145)
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Figure 17: 考虑相互作用时，吉布斯函数的形状。

Figure 18: 受体和配体的结合反应。

经过约化，我们有：

pbind =
L
Ω
e−β∆ϵ

1 + L
Ω
e−β∆ϵ

,∆ϵ = ϵbind − ϵsol (146a)

=
c
c0
e−β∆ϵ

1 + c
c0
e−β∆ϵ

, c =
L

Vtot

, c0 =
Ω

Vtot

(146b)

可以看到 pbind < 1，意味可逆反应永远不会完全进行，即使从能量/自由能的分析上这
个反应十分利于进行。这是来自于混合熵，即即使没有任何反应，只要两种组元混合，

系统的熵就会显著增加，从而使得自由能降低。我们将在后面细致分析。
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接下来研究一般的单相化学反应系统。其普遍描述式为：

∑
i

νiAi = 0 (147)

其中 νi为化学反应系数，Ai为化学组元。发生 n量级的反应时，有：

dni = νi dn (148)

ni为第 i种组元的摩尔数。接下来我们限制化学反应在等压下进行，因此系统反应中的

吸热为前后焓的变化：

∆H = ∆n
∑
i

νihi = ∆U + p∆V = ∆Qp (149)

关于焓，我们有赫斯定律：

Theorem 4.5.1:赫斯定律

• 初末态确定后焓变为定值。

• 焓变与反应路径无关：在同样的初末态间的两个化学反应反应热相等。

进一步限制为等温等压条件，由于等温等压条件下吉布斯自由能永不减少。由吉布斯判

据，我们有化学平衡条件：

∑
i

µi dni ∼ 0 ⇒
∑
i

µiνi ∼ 0 (150)

由于化学势 µi非常难求，我们进入理想气体的讨论。理想气体的化学势为：

µi = Gm = RT [ln p+ ϕ(T )] , ϕ(T ) =
Hm0

RT
−
∫

dT
RT 2

∫
Cp,m dT − Sm0

R
(151)

Proof.
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对于 1mol理想气体，我们有：

pVm = RT ⇒
(
∂Vm

∂T

)
p

=
R

p
, Vm − T

(
∂Vm

∂T

)
p

= 0 (152)

由 Eq.65f我们得到理想气体的摩尔焓：

Hm =

∫
Cp,m dT +Hm0 ⇒ Hm = Cp,mT +Hm0, ifCp,m = const. (153)

由于 dH = T dS + . . . , Cp =
(
∂H
∂T

)
p
= T

(
∂S
∂T

)
p
,
(

∂S
∂p

)
T
= −

(
∂V
∂T

)
p
，所以有：

S =

∫
Cp,m

T
dT −R ln p+ Sm0 (154)

则可以写出吉布斯函数：

Gm = Hm − TSm (155a)

= Cp,mT +Hm0 − T

[∫
Cp,m

T
dT −R ln p+ Sm0

]
(155b)

= RT [ln p+ ϕ(T )] (155c)

ϕ(T ) =
Hm0

RT
−
∫

dT
RT 2

∫
Cp,m dT − Sm0

R
(155d)

■

对于一个反应体系，也就是混合状态中某一组分气体的化学势，我们使用一个思想实

验来计算：假设半透膜将反应体系分为两部分，一部分为纯气体，另一部分为混合气体

（真正的反应体系）。而半透膜仅对于我们研究的组分是全通的，由之前提到的平衡条件，

我们有两边该组分的分压、化学势均相同，纯气体的化学势已由上式给出。所以我们可

以计算出混合气体的吉布斯函数：

G =
∑
i

niµi =
∑
i

niGm = RT
∑
i

ni [ln(xip) + ϕ(T )] (156)
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这里使用了道尔顿分压定律。由于：

dG = V dp− S dT +
∑
i

µi dni (157)

我们可以得到其他状态函数：

V =

(
∂G

∂p

)
T,ni

=

∑
i niRT

p
(158a)

S = −
(
∂G

∂T

)
p,ni

=
∑
i

ni

(
−dµi

dT

)
p,ni

=
∑
i

niSmi (158b)

Smi =

∫
Cp,m

T
dT −R ln(xip) + Smi0 (158c)

即混合理想气体的熵为各组分分熵之和。类比还可以得到焓和内能的叠加定理。这个结

果引入了著名的吉布斯佯谬：考虑等温等压下不同气体的混合，但是混合前后每一个组

分的气体焓不变，即控制初始纯气体压强与温度恰好为混合后的分压和温度。由赫斯定

律4.5.1混合中无吸放热。但我们可以计算出前后熵产生了变化。原因是混合前后气体
的压强会变化为分压：

∆S = −R
∑
i

ni lnxi > 0 (159)

上式最有意思的特征是熵差不依赖于任何气体本身的性质。而我们显然知道同种气体

的均匀等温等压混合是无熵增的，这意味着混合熵在经典物理的视角下存在一个突变。

这个问题在量子力学的视角下得到了解决，因为量子力学中引入了简并与全同粒子的

概念。

4.5.1 亨利定律

混合理想气体的分析可以推导出亨利定律：稀溶液中某溶质蒸汽的分压与该溶质在溶

液中的摩尔分数成正比，如图19所示。得到复相平衡时，不同相中的相同组元化学势是
相等的。
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Figure 19: 亨利定律的示意图。

4.5.2 质量作用定律

我们已经知道，化学反应和化学平衡可以写为：

∑
i

viAi = 0,
∑
i

viµi = 0 (160)

将理想气体的化学势 Eq.151代入得到：

∑
vi

ln pi = −
∑
i

viϕi(T ) = lnKp(T ) (161)

Kp(T )是定压平衡常量。Kp(T ) =
∏

i p
vi
i 。上式即质量作用定律，给出了反应平衡时各

元分压关系。进一步使用道尔顿分压定律，还可以得到：

∏
i

xvi
i = K(T, p) = p−vKp(T ) (162)

借由平衡常数，我们也可以预测反应进行的方向。将 ϕ(T )的解析形式带入，展开平衡

常数：

lnKp = −A

T
+ C lnT +B (163a)

A =
∑
i

vi
Hm0,i

R
,B =

∑
i

vi
Sm0,i − Cp,m,i

R
,C =

∑
i

vi
Cp,m,i

R
(163b)
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质量作用定律一个重要应用是电离度的计算。高温下原子电离式为：

A+ + e− − A = 0 (164)

用 ε表示电离度，设初态有 n0 mol原子。则质量作用定律得到：

xA+xe

xA

=
ε2

1− ε2
= p−1Kp(T ) (165)

如果将电子原子离子都视为单原子理想气体分子，具有 5
2
R的等压摩尔热容，可以得到：

lnKp = −∆H0

RT
+

5

2
lnT +B,∆H0 =

∑
i

viHmi0 (166)

则电离度可以解出：

ε =
1√

1 + bpT−5/2e
∆H0
RT

(167)

这就是著名的萨哈公式。

4.6 热力学第三定律

在低温实验中，能斯特总结出能斯特定理。

Theorem 4.6.1:能斯特定理

凝聚系统熵在等温过程中的改变随着温度趋于 0而趋于 0。

lim
T→0

(∆S)T = 0 (168)

由于这种改变是任意的，所以热力学零度时熵不依赖于任何其他状态函数。不妨设定此

时熵为 0.重新定义熵为：

S(T, y) =

∫ T

0

Cy(T
′)

T ′ dT ′ (169)

这称为绝对熵。这可以给出热力学第三定律。
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Theorem 4.6.2:热力学第三定律

• 系统熵随温度趋于 0而趋于 0.

• 不可能通过有限步骤使系统温度降到绝对零度。

从微观上，这是因为系统的基态是唯一确定的，而熵的定义是基态的对数数目。所以熵

在绝对零度时为 0。更严谨的讲：

S

N
= kB

ln(gN)
N

→ 0 (170)

简并度不能达到 O(N)。这个世界本质上是量子的。

5 概率论

5.1 概率论的基本概念

我们所研究的是连续的随机变量。首先介绍中心极限定理：

Theorem 5.1.1:中心极限定理

对于 PDF为 f(x)的连续随机变量 x，其均值与方差的定义是：

⟨x⟩ =
∫

xf(x) dx,
〈
x2
〉
=

∫
x2f(x) dx, σ2

x =
〈
x2
〉
− ⟨x⟩2 (171)

定义和变量 yN 为：

yN =
1√
N

N∑
i=1

xi (172)

其概率分布 p(y)将满足高斯函数，当以下条件满足：

• x的方差收敛

• N 足够大

 第 54页 



 Academic year 2023 : 统计物理 Per aspera, ad astra.

这个定理不依赖于 x的分布，只要求其均值和方差存在。且 N 变大，y的方差会

减小。

接下来我们定义何谓随机变量。

接下来定义几个重要的概率函数。首先是累积分布函数CPF(Cumulative Probability Func-
tion)：

P (x) =

∫ x

−∞
f(x) dx = prob (E ⊂ [−∞, x]) (173)

其满足以下性质：

• P (x)是单调不减的函数

• P (x)是右连续的

• P (x)的值域是 [0, 1]

另一个重要的概率函数是概率密度函数 PDF(Probability Density Function)：

f(x) =
dP (x)

dx
(174)

考虑随机变量的函数 F (x)。其本身也是一个连续随机变量。由于我们并不知道这个函

数是否是一一对应的，所以其概率函数：

pF (f) df =
∑
i

p(xi) dxi ⇒ pF (f) =
∑
i

p(xi)

∣∣∣∣dxdf
∣∣∣∣ |x=xi

(175)

这里的
∣∣∣ dxdf ∣∣∣是在 x = xi处的导数的绝对值，是联系 x和 F 变化的雅可比行列式。9

接下来定义变量的 n阶矩：

⟨xn⟩ =
∫

xnf(x) dx (176)

9存在相变
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同时还有特征函数，即傅里叶变换：

p̃(k) =
〈
e−ikx

〉
=

∫
dxp(x)e−ikx (177)

这两个函数具有关系：

p̃(k) =

〈
∞∑
n=0

(−ik)n

n!
xn

〉
=

∞∑
n=0

(−ik)n

n!
⟨xn⟩ (178)

这说明特征函数是矩的母函数。

仿照矩的产生，可以定义累积产生函数 (Cumulant Generating Function)是特征函数的对
数：

ln p̃(k) =
∞∑
n=0

(−ik)n

n!
⟨xn⟩c (179)

这个函数的 n阶导数在 k = 0处的值就是 n阶 Cumulant：∣∣∣∣ dndkn
ln p̃(k)

∣∣∣∣
k=0

= ⟨xn⟩c (180)

Cumulant和矩的关系可以通过对数函数的泰勒展开得到：

∵ ln (1 + ϵ) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 ϵ
n

n
(181a)

∴ ⟨x⟩c = ⟨x⟩ ,
〈
x2
〉
c
=
〈
x2
〉
− ⟨x⟩2 (181b)〈

x3
〉
c
=
〈
x3
〉
− 3

〈
x2
〉
⟨x⟩+ 2 ⟨x⟩3 (181c)〈

x4
〉
c
=
〈
x4
〉
− 4

〈
x3
〉
⟨x⟩ − 3

〈
x2
〉2

+ 12
〈
x2
〉
⟨x⟩2 − 6 ⟨x⟩4 etc. (181d)

这前四阶分别是均值、方差、偏度和峰度10。

更一般的，我们有公式：

⟨xm⟩ =
′∑

{pn}

n∏ m!

pn!(n!)pn
⟨xn⟩pnc (182)

10反表示的记忆方法
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Proof.

∵ p̃(k) = exp ln p̃(k) (183a)

∴
∞∑

m=0

⟨xm⟩ (−ik)m

m!
=

∞∑
j=0

1

j!
(ln p̃(k))j (183b)

=
∞∑
j=0

1

j!

(
∞∑
n=0

(−ik)n

n!
⟨xn⟩c

)j

(183c)

为了能比较系数，我们需要将右式整理为 ik 的幂级数。将 j 次幂展开为 j 项相乘，每

一项选择其中 xni 项，使得满足
∑j

i=1 ni = j。同时改写 j 为m。则有：

∞∑
m=0

⟨xm⟩ (−ik)m

m!
=

∞∑
m=0

1

m!

′∑ m∏
i=1

⟨xni⟩
ni!

(−ik)ni (184a)

=
∞∑

m=0

1

m!

(
′∑ m∏

i=1

⟨xni⟩
ni!

)
(−ik)m (184b)

其中
∑′表示对所有满足

∑m
i=1 ni = m的方法数求和。进一步整理，合并 {ni}中相同的

项，假设对于某一个 n，有 pn个 ni = n，即
∑nmax

n=nmin
npn = m。现在系数已经对齐，得

到：

⟨xm⟩ =
′∑ nmax∏

n=nmin

⟨xn⟩pn

(n!)pn
(185a)

=
′∑ m!∏nmax

n=nmin
pn!

nmax∏
n=nmin

⟨xn⟩pn

(n!)pn
(185b)

= m!
′∑ nmax∏

n=nmin

⟨xn⟩pnc
pn!(n!)pn

(185c)

在第二个等式中，使用了
∑′ 的定义，即对于一个确定的分布 {n}，其其内部的顺序是

无关紧要的，因此总排列数为 m!∏nmax
n=nmin

pn!
。此时

∑′退化为对计算不同的分布 {n}数量，
与此前的定义略有不同。 ■
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5.2 经典分布

高斯分布的 PDF为：
p(x) =

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 (186)

其特征函数为：

p̃(k) = eikµ−
1
2
k2σ2 (187)

其 Cumulant为：

⟨xn⟩c =


µ n = 1

σ2 n = 2

0 n ≥ 3

(188)

这说明高斯分布的前两阶累积量完全决定了其分布。各阶矩也可以通过累积量得到。

第二个经典分布是二项分布。其 PDF为：

p(x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x (189)

其特征函数为：

p̃(k) = (1− p+ peik)N (190)

其 Cumulant为：

⟨xn⟩c =


Np n = 1

Np(1− p) n = 2

0 n ≥ 3

(191)

5.3 多维分布

多维分布的概率密度函数定义为：

px⃗(x⃗) = lim
∆x⃗→0

P (x⃗ ≤ x⃗ ≤ x⃗+∆x⃗)

∆x⃗

∫
dN x⃗px⃗(x⃗) = 1 (192)
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如果有两两相互独立，则：

p(x⃗) =
N∏
i=1

p(xi) (193)

(194)

其特征函数为：

p̃(k) =

〈
exp

(
−i

N∑
j=1

kjxj

)〉
(195)

利用生成函数的性质，将矩和累积量扩展到高维：

⟨xn1
1 xn2

2 · · · xnN
N ⟩ =

N∏
j=1

[
∂

∂(−ikj)

]nj

p̃(k)|k=0 (196a)

⟨xn1
1 xn2

2 · · · xnN
N ⟩c =

N∏
j=1

[
∂

∂(−ikj)

]nj

ln p̃(k)|k=0 (196b)

这些统计量的性质和一维的类似。比如：

⟨xαxβ⟩ = ⟨xα⟩c ⟨xβ⟩c + ⟨xαxβ⟩c (197a)〈
x2
αxβ

〉
=
〈
x2
α

〉
c
⟨xβ⟩c + 2 ⟨xαxβ⟩c ⟨xα⟩c +

〈
x2
αxβ

〉
c

(197b)

需要注意的是，如果两个变量独立，则有 ⟨xαxβ⟩c = 0。

5.4 一维随机游走过程

一维随机游走的数学描述为：

xj = xj−1 + kjL kj = ±1 (198)

kj 就是一个二项分布的随机变量。研究二阶矩：

〈
x2
j

〉
=
〈
x2
j−1

〉
+ 2L ⟨xj−1kj⟩+ L2 (199)
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考虑到 xj−1和 kj 是独立的，所以 ⟨xj−1kj⟩ = 0，所以：

〈
x2
j

〉
=
〈
x2
j−1

〉
+ L2 ⇒

〈
x2
j

〉
= jL2 (200)

直观来看，这意味着如果我们希望能获得一个长度为 L的位移，那么我们需要 N = L2

次随机游走。

5.5 和分布和中心极限定理

考虑高维随机变量的和：

X =
N∑
i=1

xi xi ∼ p(x) (201)

则这个和的 PDF为：

pX(x) =

∫
dNxδ(x−

N∑
i=1

xi)p(x) =
∫ N−1∏

i=1

dxip(x1, x2, · · · , xN−1, x−x1−x2−· · ·−xN−1)

(202)
这个积分是一个卷积，所以其特征函数为：

p̃X(k) =
N∏
i=1

p̃(k) (203)

累积量为：

⟨X⟩c =
N∑
i=1

⟨xi⟩c ,
〈
X2
〉
c
=
∑
i,j

⟨xixj⟩c etc. (204)

由前可知，如果 xi是独立的，那么关联项会消失，拓展至任意阶可以得到：

⟨Xn⟩c =
N∑
i=1

⟨xn
i ⟩c = N ⟨xn⟩c (205)

第二个等号在 xi是独立同分布的时候取到。构建一个统计量：

y =
XN − ⟨x⟩c√

N
(206)
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其各阶累积量的最高阶为：

⟨yn⟩c =
⟨Xn⟩c
Nn/2

=
⟨xn⟩c
Nn/2−1

∝ N1−n/2 (207)

可以看到，在 N → ∞的时候，y高于二阶的累积量迅速衰减，所以 y的分布趋近于高

斯分布。

lim
N→∞

p(y) =
1√

2π ⟨x2⟩c
e
− y2

2⟨x2⟩c (208)

6 近独立粒子系统的最概然分布

6.1 粒子运动的经典描述

由经典力学我们知道系统从微观上由各个粒子的全部广义坐标和广义动量确定，广义

动量在勒让德变换中与坐标共轭。独立的广义坐标和广义动量组成了相空间，是对粒子

的完备描述。举几例：

Example

1. 一维线性谐振子。弹性系数为 k，质量为m。以平衡位置为原点，当木块位于

x处时，其能量为：

ε =
p2

2m
+

k

2
x2 (209)

从而有：
p2

2mε
+

x2

2ε
mω2

= 1 (210)

这说明一维线性谐振子的 µ空间是一个二维空间，其形状为椭圆。

2. 三维转子。在球坐标系中，其能量为：

ε =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2φ

2mr2 sin2 θ
(211)
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定义转动惯量 I = mr2，假设转子固定在杆端，无径向运动。则有：

ε =
1

2I

(
p2θ +

1

sin2 θ
p2φ

)
(212)

说明三维转子的 µ空间是一个四维空间，基底为 {pθ, pφ, θ, φ}。

6.2 粒子运动的量子描述

粒子运动的量子描述基于两个基本假设：

• 波粒二象性：p⃗ = h̄k⃗

• 不确定性关系：∆x∆p ≥ h̄
2
，在统计物理中妥协为相空间有最小体积元∆q∆p ≈ h

以之前提到的三维转子量子化为例，其能量为：

El =
L2

2I
, L = h̄2l(l + 1), l = 0, 1, 2, · · · (213)

对于更一般的，三维空间中的自由粒子，相当于求一个无穷深立方势阱的束缚态。用波粒

二象性的思想：假设边长为 L，量子数为 nx, ny, nz，则有 kx = 2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
，

从而有：

px =
2πh̄nx

L
, py =

2πh̄ny

L
, pz =

2πh̄nz

L
(214)

这里假设了无边界效应，对于宏观系统而言这个假设是合理的。能量的量子化为：

ε =
2π2h̄2

m

n2
x + n2

y + n2
z

L2
=

2π2h̄2

m

n2

L2
(215)
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6.2.1 态密度

由 Eq.214可以近似得到：

dnx =
L

2πh̄
dpx, dny =

L

2πh̄
dpy, dnz =

L

2πh̄
dpz (216)

从而有：

dn =
L3

(2πh̄)3
dpx dpy dpz =

V

h3
dpx dpy dpz (217)

这个关系可以这样理解：与量子论妥协的统计物理假设了一个系统/量子态不能用一个
确定的点表示，而是一个体积元表示。在 r维相空间中，体积元为 hr。则相空间与状态

数空间的转换关系为：

dn =
dq1 dq2 . . . dqr dp1 . . . dpr

hr
(218)

如在动量空间中使用球坐标，并用能量代替动量绝对值，假设动量具有球对称性。则有：

dn =
4πV

h3
p2 dp =

2πV

h3
(2m)

3
2 ε

1
2 dε (219)

Remark. 注意，在这里换元时，之前的积分上下限是负无穷到正无穷，而换元后则为 0
到正无穷，因子 2有方位角积分补偿。在其他维度态密度计算时则要小心因子 2是否需
要手动增加。

态密度在这里即为：

D(ε) =
2πV

h3
(2m)

3
2 ε

1
2 (220)

如果考虑自旋，则还需乘以一个自旋空间简并度 gi = 2。

6.3 玻尔兹曼、玻色、费米统计

首先是两个概念：
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• 全同粒子：粒子的质量、电荷、自旋等性质完全相同。

• 近独立粒子：粒子间相互作用很弱，可以忽略。

对于经典粒子、玻色子、费米子（乃至任意子）统计，其均建立在全同粒子和近独立粒

子的假设上。区别在于：

• 经典粒子：全同粒子可编号，可根据轨迹识别。即 Ψ(r1, r2) ̸= Ψ(r2, r1)

• 量子粒子：全同粒子不可区分，用波函数描述，非局域。

– 玻色子：交换满足：Ψ(r1, r2) = Ψ(r2, r1)

– 费米子：交换满足：Ψ(r1, r2) = −Ψ(r2, r1)

这导致了什么结果呢？对于经典粒子，我们总是能做区分，比如二粒子二能级体系，其

可能的微观态为：对于玻色子，由于交换后的波函数不变，所以这些交换微观态都是等

Figure 20: 二经典粒子二能级体系的微观态

价的，即同一能级内交换只有一种微观态。同样为二粒子二能级体系，其可能的微观态

为：对于费米子，由于交换后的波函数相差一个负号，如果两粒子处于同一能级，交换

Figure 21: 二玻色子二能级体系的微观态

后显然还有 Ψ(r1, r2) = Ψ(r2, r1)。联立发现 Ψ(r1, r2) = 0。所以同一能级上不能有两个

量子态。同样为二粒子二能级体系，其可能的微观态为：
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Figure 22: 二费米子二能级体系的微观态

6.4 等概率原理

宏观状态是由宏观参量描述的系统的宏观态。微观状态在经典描述中是相空间的点的

集合，并且有编号。在量子描述中，如果是局域/封闭系统，其微观态是每一个粒子的量
子态集合。如果是非局域/开放系统，则是每一个量子态上粒子数量的集合。

Theorem 6.4.1:等概率原理

对于处于平衡态的孤立系统，其微观态的概率分布是均匀的。

更本质上，等概率原理的本质是信息熵最大，标志我们对系统的信息最少。引入信息熵

的定义：

Definition 6.4.1: Shannon’s Entropy

对于 N 粒子M 能级体系，遵从玻尔兹曼统计，只排除同能级上全同性带来的影

响。总的微观态数为：

Ω =
N !∏M
i=1 Ni!

(221)

香农熵定义为：

I = K lnΩ (222)

使用斯特林公式近似可以得到：

I

N
= −K

M∑
i=1

Ni

N
ln

Ni

N
= K

M∑
i=1

pi ln pi (223)

我们有自然的约束 pi ≥ 0,
∑M

i=1 pi = 1。这个约束条件下，I 取最大值的条件通过拉格朗

日乘子法研究。定义：

Ĩ = I − λ

(
M∑
i=1

pi − 1

)
(224)
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对这个函数进行极值分析：

∂Ĩ

∂pi
= K ln pi +K + λ = 0 (225a)

∂Ĩ

∂λ
=

M∑
i=1

pi − 1 = 0 (225b)

可以看出，Ĩ 在 pi =
1
M
时取极值，且此时 ∂2Ĩ

∂pj∂pk
|pj= 1

M
= −KMδjk。说明确为极大值。

我们由信息最少，信息熵最大重新得到了等概率原理。

6.5 分布和微观状态

分布和微观状态是不同的概念。分布只考虑粒子在能级上的排布，微观状态还与该能级

上的简并度有关。但对于一个确定的分布，其对应的微观状态数是确定的。

在玻尔兹曼系统中，一个分布 {al}对应的微观状态数为：

ΩM.B. =
N !∏
l al!

∏
l

ωal
l (226)

这里 N 是总粒子数，ωl 是能级 l的简并度。以上公式应当如此理解：首先是玻尔兹曼

系统交换不相关性/可分辨性导致的能级间交换导致的状态可能数，第二部分则为能级
内的状态可能数。

在玻色系统中，问题转化为在 l能级的 ωl 的量子态中放入 al 个粒子问题。由于每一个

态内部的交换都没有意义，只有态的粒子数不同标志了微观状态的不同。问题转化为在

al个粒子间插入 ωl − 1个挡板的问题。这个问题的解为：

ΩB.E. =
∏
l

(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!
(227)

由于费米系统中每个量子态只能有一个粒子，所以问题转化为在 l 能级的 ωl 的量子态
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中找出 al个有粒子能级问题。最终结果为：

ΩF.D. =
∏
l

ωl!

al!(ωl − al)!
(228)

虽然三种统计的微观状态数各不相同，但当我们取经典极限条件：

al
ωl

≪ 1 (229)

玻色统计和费米统计退化为：

ΩB.E. ≈
ΩM.B.

N !
,ΩF.D. ≈

ΩM.B.

N !
(230)

6.6 玻尔兹曼分布

Definition 6.6.1:最可几分布

最可几分布又称最概然分布。由等概率原理，我们知道处于平衡态的孤立系统，

其微观态的概率分布是均匀的。因此，微观态数目最多的分布即为最概然分布。

玻尔兹曼分布即玻尔兹曼系统的最可几分布，即使得之前推得的 ΩM.B.最大的分布。使

用斯特林公式 (这一步假设了 al ≫ 1, ωl ≫ 1)可以得到：

lnΩ ≈ N lnN −
∑
l

al ln al +
∑
l

al lnωl (231)

对分布求 Ω泛函变分：

δ lnΩ = −
∑
l

ln
(
al
ωl

)
δal = 0 (232)

且满足粒子数守恒和能量守恒的约束条件：

∑
l

δal = 0,
∑
l

δalεl = 0,
∑
l

al = N,
∑
l

alεl = E (233)
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使用拉格朗日乘子法得到：

al = ωle
−α−βεl (234)

α和 β 可以通过约束条件求得：

N =
∑
l

ωle
−α−βεl , E =

∑
l

εlωle
−α−βεl (235)

在之后我们会看到其物理意义分别为：

α = − µ

kT
, β =

1

kT
(236)

另一种表示方法是某能级上的量子态平均粒子数：

fs =
al
ωl

= e−α−βεl (237)

同时，如果我们对分布 {al}做一个围绕，可以证明：

ln
(
Ω +∆Ω

Ω

)
≈ −1

2

∑
l

(
∆al
al

)2

al (238)

当 ∆al
al

∼ 10−5, N ∼ 1023时，Ω+∆Ω
Ω

∼ 10−
1
2
×1013 → 0。这意味着最概然分布处微观状态

数目为非常尖锐的极大值。所以，系统平衡的时候系统极有可能会落于该分布中。最概

然分布可以代表系统的平衡态。

但以上推导有一个问题，即我们假设了 al ≫ 1。这个假设在经典极限下是很难成立的。

但可以用系综理论佐证该理论的结果是正确的。

6.7 玻色分布和费米分布

对玻色统计和费米统计的分布对应微观数目重复以上操作。玻色分布：

al =
ωl

eα+βεl − 1
(239)
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费米分布：

al =
ωl

eα+βεl + 1
(240)

之前提到的经典极限条件在这里体现为：

al
ωl

≪ 1 ⇔ eα ≫ 1 (241)

此时玻色分布和费米分布过渡到玻尔兹曼分布。这个条件也称为非简并性条件。

7 玻尔兹曼统计

7.1 配分函数和热力学量的统计表达式

由量子分布的公式：

fs =
al
ωl

= e−α−βεl (242)

我们知道在能级 εl 存在粒子的概率正比于 ωle
−βεl。粒子总存在于某一个能级上，所以

出现在所有能级上的概率应当归一，即：

ps =
fs
Z
,Z =

∑
s

ωse
−βεs (243)

因此我们定义出配分函数为：

Z1 =
∑
l

ωle
−βεl (244)

系统的粒子数和内能可以表示为：

N = e−αZ1, U = e−α
∑
l

εlωle
−βεl = −N

∂

∂β
lnZ1 (245)

借由配分函数，我们联系了系统的微观状态和宏观参数。在进入对系统热力学函数的微

观表述的讨论之前，需要先研究系统的广义力和压强。
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广义力在微观上的作用为改变能级的势能值，表述为某一个能级上一个粒子所受外力

对广义力的贡献，定义为：

Yl =
∂εl
∂y

(246)

系统所受总广义力的统计表达式为：

Y =
∑
l

alYl = −N

β

∂

∂y
lnZ1 (247)

因为压强和体积是一对共轭的广义坐标和广义力，所以压强的统计表达式为：

p =
1

β

∂

∂V
lnZ1 (248)

热力学第一定律的统计表述为：

d̄Q = dU − d̄W (249a)

= −N d
(

∂

∂β
lnZ1

)
− N

β

∂

∂y
lnZ1 dy (249b)

=
1

β

[
−βN d

(
∂

∂β
lnZ1

)
−N

∂

∂y
lnZ1 dy

]
(249c)

=
1

β
N d

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
(249d)

这里已经使用了 d (lnZ1) =
∂
∂β

lnZ1 dβ + ∂
∂y
lnZ1 dy。可以看到这验证了 d̄Q = T dS 且

熵为一个状态函数。从而我们也有熵的统计表达式：

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
(250)
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对这个表达式进行更进一步的分析：

∵ N = e−αZ1 ∴ lnZ1 = lnN + α (251a)

∴ S = k (N lnN + αN + βU) (251b)

= k

(
N lnN + β

∑
l

alεl + α
∑
l

al

)
(251c)

= k

[
N lnN +

∑
l

(α + βεl) al

]
(251d)

由于 α + βεl = ln ωl

al
，由 Eq.(231)可以看出:

S = k lnΩM.B. (252)

从玻尔兹曼熵公式出发，也可以轻松得到非简并全同系统/经典极限量子系统的熵公式：

S = k ln
ΩM.B.

N !
= Nk

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
− k lnN ! (253)

以上表述都是通过量子分布的公式得到的，因此也称为玻尔兹曼量子统计/玻尔兹曼统
计量子表述。在经典框架下，没有量子态概念，只有妥协于量子力学的相空间最小体积

元 hr。因此玻尔兹曼统计的经典表述为：

Z1 =
∑
l

ωl

hr
e−βεl ωl =

∏
r,s

∆qr∆ps (254)

差分推广至微分，求和随之推广到积分。
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7.2 理想气体的配分函数及状态方程

对于单原子理想气体，粒子能量即动能，自由度为 3.配分函数可以在经典表述中给出：

Z1 =
r∏∫

q

dq
r∏∫

p

dp
e−βεl

hr
(255a)

=
r∏∫

q

dq
r∏∫

p

dp
e−

β
2m(p2x+p2y+p2z)

h3
(255b)

=
1

h3
V
∏(∫ ∞

−∞
e−

β
2m

p2i dpi
)

(255c)

= V

(
2πm

βh2

) 3
2

(255d)

成功给出了(88)的证明。进一步，我们可以得到理想气体的状态方程：

p =
N

β

∂

∂V
lnZ1 =

N

β

1

V
(256a)

∴ pV = NkT (256b)

与理想气体状态方程比较，得到 k = R
NA
为玻尔兹曼常量。对于理想气体，其经典极限

条件为：

eα =
Z1

N
=

V

N

(
2πm

βh2

) 3
2

≫ 1 (257)

对常见气体在沸点的参数代入，可以得到：

Table 1: 常见气体在沸点的经典极限条件

气体 eα eα ≫ 1

氢气 140 是
氩气 470000 是
氦气 4.2 否

一般在常温常压下，大多数气体满足经典极限条件，可以用玻尔兹曼经典统计描述。
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7.3 理想气体的麦克斯韦速度分布律

在上一节的基础上，我们使用玻尔兹曼经典统计描述理想气体。由之前的(257)可知空
间体积 V 中动量分布在 (dpx, dpy, dpz) |px,py ,pz 中的粒子个数为：

dN =
V

h3
e−α−βε dpx dpy dpz = N

(
β

2πm

) 3
2

e−
β
2m(p2x+p2y+p2z) dpx dpy dpz (258)

可以看出，这与 h无关，意味着经典描述和量子描述统一。我们可以得到速度分布律：

dN = N
( m

2πkT

) 3
2
e−

m
2kT (v2x+v2y+v2z) dvx dvy dvz (259)

对位形空间再求密度，得到麦克斯韦速度分布函数：

f(vx, vy, vz) =
( m

2πkT

) 3
2
e−

m
2kT (v2x+v2y+v2z) (260)

将正交的速度空间转化为球坐标空间，只保留模长信息，可以得到麦克斯韦速率分布函

数：

dn = f(v) dv = n4π
( m

2πkT

) 3
2
v2e−

m
2kT

v2 dv (261)

并可以定义最概然速率、平均速率、均方根速率：

vm =

√
2kT

m
(262a)

v̄ =

√
8kT

πm
(262b)√

v̄2 =

√
3kT

m
(262c)

麦克斯韦速度分布律还可以提供关于粒子与器壁碰撞的信息：

dΓ dA dt = f dvx dvy dvz dA dt (263a)

Γ =

∫ ∞

0

dvx
∫ ∞

−∞
dvy
∫ ∞

−∞
dvzf (263b)

= n

√
kT

2πm
=

1

4
nv̄ (263c)
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7.4 能均分定理

能均分定理是基于玻尔兹曼统计给出的一个推论：

Theorem 7.4.1:能均分定理

在温度为 T 的热平衡宏观系统中，其微观粒子能量中每一个独立的平方项的统计

均值为 1
2
kT。对于理想气体，其平均能量的每个自由度的贡献为 1

2
kT。

Proof.

这是基于一个数学性质：

1

2
ap2 =

∫ ∞

−∞

1

2
ap2e−α−βε dp (264a)

=
1

Z

∫ ∞

−∞

1

2
ap2e−β 1

2
ap2 dp (264b)

=
1

Z

[(
− p

2β
e−

1
2
βap2
)∞

−∞
−
∫ ∞

−∞

(
− 1

2β
e−

1
2
βap2
)
dp
]

(264c)

=
1

2βZ

∫ ∞

−∞
e−

1
2
βap2 dp (264d)

=
1

2β

∫ ∞

−∞
e−α− 1

2
βap2 dp (264e)

=
1

2β
=

1

2
kT (264f)

对于具有形如 1
2
bq2形式的势能项，显然也有相同结论。■ 对于理想气体，其分子平均

能量可以用能均分定理给出：

ε̄ =
1

2m

(
p2x + p2y + p2z

)
=

3

2
kT (265)

因此系统的内能为 U = 3
2
NkT。由此可以得到理想气体的热容：

Cv =

(
∂U

∂T

)
V

=
3

2
Nk (266)
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同时可以算出理想气体的泊松比为 γ = 5
3
。这个结果与实验结果相符。

对于双原子分子，我们还需要考虑转动和振动的能量。其能量为：

ε =
1

2m

(
p2x + p2y + p2z

)
+

1

2I

(
p2θ +

1

sin2 θ
p2ϕ

)
+

1

2µ
p2r + V (r) (267)

如采取理想气体和刚性连接假设，则自由度为 5.仿照之前的推导，可以得到：

U =
5

2
NkT Cv =

5

2
Nk γ =

7

5
(268)

这个结果与实验结果相符就不太好了。主要是因为忽略了相互作用和相对运动。

对于固体晶格体系，假设模型为原子在其平衡位置附近做三维简谐振动。其能量为：

ε =
1

2m

(
p2x + p2y + p2z

)
+

1

2
mω2

(
q2x + q2y + q2z

)
(269)

由能均分定理，可以得到：

U = 3NkT Cv = 3Nk (270)

实验上发现，温度趋于 0时，热容趋于 0，这与理论不符。这是因为我们忽略了自由电
子气的贡献。

最后是著名的紫外灾难——热辐射的经典统计理论。在辐射场中，具有频率为 ω和波矢

量 k的一列电磁波即为一个量子态，考虑光子的两个极化取向，因此其具有两个能量自

由度。由于我们研究平衡辐射，因此需要驻波解。对于线度为 L3的空间，其驻波解为：
kx =

2π

L
nx nx = 0,±1,±2, · · ·

ky =
2π

L
ny ny = 0,±1,±2, · · ·

kz =
2π

L
nz nz = 0,±1,±2, · · ·

(271)
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因此，在动量空间体积元 dkx dky dkz 中的量子态数为：

2 dnx dny dnz = 2

(
L

2π
dkx
)(

L

2π
dky
)(

L

2π
dkz
)

(272a)

=
L3

4π3
dkx dky dkz (272b)

假设有各向同性，转化为波数主导：

2 dn =
V

π2
k2 dk (273)

由于波数与频率之间的关系为 k = ω
c
，因此：

D(ω) dω =
V

π2c3
ω2 dω (274)

对于每一个 ω 频率的波列，其作为一个谐振子包含两个能量自由度，因此其能量均值

为 kT。带入则可以得到著名的瑞利金斯公式：

UT (ω) dω = D(ω)kT dω =
V

π2c3
ω2kT dω (275)

根据这个公式，辐射场的总能量发散，与实验规律严重矛盾。究其原因，是因为经典电

动力学预言了无限振动自由度，而能均分定理假设了自由度等能。可见，经典物理存在

原则性困难。

7.5 理想气体的内能和热容

在上一节中我们已经知道，双原子理想气体不能用能均分定理代表的经典统计很好描

述。我们改使用量子配分函数求内能和热容。

不考虑电子的运动，将分子运动分解为质心平动、绕质心转动和振动三个部分。分子能
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量为 ε = εt + εv + εr，各个运动对应能级的简并度设为 ωt, ωv, ωr。则总配分函数为：

Z1 =
∑

ωe−βε (276a)

=
∑
t,v,r

ωte
−βεlωve

−βεvωre
−βεr (276b)

= Z1tZ1vZ1r (276c)

由前(245)知 CV = CV t + CV v + CV r。分别分析，对于分子质心平动，其配分函数由

(255d)给出，则得到：

U t = −N
∂ lnZt

1

∂β
=

3

2
NkT (277)

与能均分定理的推论相同。

而对于分子振动，其能量可以用谐振子模型描述：

εn = h̄ω

(
n+

1

2

)
(278)

且其能级非简并（一维情况）。其配分函数为：

Z1v =
∞∑
n=0

e−βh̄ω(n+ 1
2) (279a)

= e−
βh̄ω
2

∞∑
n=0

e−βh̄ωn (279b)

=
e−

βh̄ω
2

1− e−βh̄ω
(279c)

则对应与振动的内能与热容为：

Uv =
Nh̄ω

2
+

Nh̄ω

eβh̄ω − 1
(280a)

CV v = Nk

(
h̄ω

kT

)2
e

h̄ω
kT(

e
h̄ω
kT − 1

)2 (280b)

内能的第一项是无温度依赖的，对应于零点振动能。而第二项对应于激发态振动能。定
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义振动特征温度 θv =
h̄ω
k
，则有：

CV ν = Nk

(
θv
T

)2
e

θv
T(

e
θv
T − 1

)2 (281a)

lim
θν≫T

CV ν = Nk

(
θv
T

)2

e−
θv
T = 0 (281b)

由于从实验上可以得到 θν ∼ 103K，因此在常温下，可以认为振动对热容的贡献可以忽

略。在物理上，这意味着室温下高能自由度被冻结，振子视为完全处于基态。这是一个

量子效应。

Remark. 在固体中，分子的平动被禁锢，而转动的热容贡献在后文将给出，在零温极限
下是一个不定量。因此固体的零温热容几乎完全为振动热容且为 0。

而在高温极限中 T ≫ θν，则有：

U ν ≈ N

2
kθν +NkT (282a)

CV ν ≈ Nk (282b)

θν 与 T 解耦，能级近似连续。而且热容符合能均分定理的预言。

在讨论转动时，我们需要考虑双原子分子中原子是否同核11。对于异核原子，仍然直接

采用量子力学对于转动的描述，转动能级为：

εr =
l(l + 1)h̄2

2I
(283)

l能级的简并度为 2l + 1。则转动配分函数为：

Z1r =
∑
l

(2l + 1)e−
l(l+1)h̄2

2IkT (284a)

=
∑
l

(2l + 1)e−
l(l+1)θr

T (284b)

11同核会发生什么？
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这里引入了转动的特征温度 θr =
h̄2

2Ik
。这个求和是困难的12，由实验可以知道 θr ∼ 10K，

因此在常温下，相当于高温极限。求和连续化为积分：

Z1r =

∫ ∞

0

(2l + 1)e−
l(l+1)θr

T dl =
T

θr
(285)

对应的内能和热容为：

Ur = NkT (286a)

CV r = Nk (286b)

这与能均分定理的预言相符。而在低温极限下，T ≪ θr，指数项降低很快，因此可以近

似认为前两项为主要贡献，即：

Z1r ≈ 1 + 3e−
2θr
T (287)

得到不一样的热容和内能为：

CV r ≈ 12Nk

(
θr
T

)2

e−
2θr
T Ur ≈ 6Nkθre

− 2θr
T (288)

7.6 理想气体的熵的讨论

熵最重要的性质：广延性（回想一下吉布斯佯谬），这里就要看看在上面定义的熵是否

具有广延性了。

S = Nk(lnZ1 − β
∂

∂β
lnZ1) =

3

2
Nk lnT +Nk lnV +

3

2
Nk[ln(

2πmk

h2
0

) + 1] (289)

这个熵的定义和热力学中理想气体对熵的定义是一一对应的。

S = CV lnT + nR lnV + S0 (290)

但在热力学中我们就知道了，这种类型的熵的定义有两个问题，分别是

12有没有可能解析给出？
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• 不具备广延性的;

• 同类理想气体混合存在熵增现象，即吉布斯佯谬给出的结果。

S = Nk(lnZ1 − β
∂

∂β
lnZ1)− k lnN ! (291)

=
3

2
Nk lnT +Nk ln

V

N
+

3

2
Nk[

5

3
+ ln(

2πmk

h2
)] (292)

可以看到此时定义出来的熵是具有广延性的。

7.7 单原子理想气体的化学势

单原子理想气体的化学势可以定义为

µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

(293)

事实上我绝对对于化学势的定义方式有很多，可以用 G,H,U等来定义，其中最方便的
肯定是 U，但为什么这里用亥姆霍兹自由能。我觉得，我们这里定义的所有的量来源于
配分函数，配分函数又只和 T,V,N有关，我们如果用 U来定义化学式，那在求微商的时
候要保证 S不变，这里会变得很复杂，可能要做一个变量代换，能做但不好做。

对于量子统计满足

F = −NkT lnZ1 + kT lnN ! (294)

可以计算得到化学势为

µ = −kT ln
Z1

N
(295)

 第 80页 



 Academic year 2023 : 统计物理 Per aspera, ad astra.

我们现在只能计算出来的也就只有单原子理想气体的配分函数，带入

µ = kT ln
[
N

V

(
h2

2πmkT

)3/2]
< 0 (296)

单原子理想气体的化学势为负数，源于非简并条件 e−α ≪ 1

7.8 固体热容和爱因斯坦模型

爱因斯坦计算固体热容是把原子的热运动看成 3N 个简谐振动，每个振子的频率为 ω。

计算过程和双原子分子中计算振动自由度对应的能均分是一样的，配分函数一样，只需

要把粒子数从 N改成 3N即可。所以直接给出结论。

CV = 3Nk(
θE
T
)2

eθE/T

(eθE/T − 1)2
(297)

其中 θE = h̄ω
k

• 高温极限下，CV → 3Nk

• 低温极限下，CV → 3Nk( θE
T
)2e−θE/T

7.9 顺磁性固体的的量子统计理论

我们假设的模型是磁性离子固定在格点上，离子密度较低，因此视作近独立定域系统。

假设离子的固有磁矩为 µ，外加磁场为 B。总角动量的量子数为 l = 1
2
。顺磁假设为：磁

矩与外磁场平行。则能级为 −µB 和 µB，能级无简并。则配分函数为：

Z1 = eβµB + e−βµB = 2 cosh βµB (298)
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总磁矩，也就是对应磁场的广义位移为：

m = −N

β

∂

∂B
lnZ1 = −Nµ tanh βµB (299)

对这个结果在高温极限和低温极限下分析。高温或者弱磁极限下：

M =
m

V
= nµ tanh βµB (300a)

≈ nµβµB = nµ2βB (300b)

=
nµ2µ0

kT
× B

µ0

(300c)

此即居里定理。而低温或者强磁极限下，配分函数中的首项远大于第二项，因此M ≈ nµ。

意味着磁化达到饱和。

我们立即可以得到系统的熵：

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
(301a)

= Nk [ln (2 cosh βµB)− βµB tanh βµB] (301b)

同样的，我们研究低温极限和高温极限的情况。对于高温极限，同时也是弱磁极限，可

以通过线性化指数项得到：

S ≈ Nk
[
ln 2− (βµB)2

]
≈ k ln 2N = k lnΩ (302)

这意味着离子的磁矩取向正向和反向的几率几乎相等，所以微观状态数目就是 2n。

而在低温或强磁环境下：

S ≈ Nk

[
ln
(
e

µB
kT

)
− µB

kT

]
≈ 0 (303)

物理上，意味着磁矩几乎全部取向于外磁场方向，系统的熵几乎为 0。
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8 玻色统计和费米统计

一般而言，非定域系统（比如气体）从高温到零温，将依次经历非简并、弱简并、简并

和强简并四个阶段。在非简并阶段，系统的量子性质不明显，可以用经典统计处理；在

弱简并阶段，需要在经典基础上加入量子修正；在简并阶段以后，量子效应将变得非常

明显，需要用量子统计处理。

Remark. 零温完全简并，意味着系统必定在基态。同时在第四章中我们知道，零温由热
力学第三定律保证熵为 0，这进一步告诉我们基态可数。

8.1 热力学量的统计表达式

对于玻色系统，我们首先看一下系统的平均总粒子数：

N̄ =
∑
l

al (304a)

=
∑
l

ωl

eα+βεl − 1
(304b)

= − ∂

∂α

[
−
∑
l

ωlln(1− e−α−βεl)

]
(304c)

可以形式上引入巨配分函数：

Ξ =
∏
l

Ξl =
∏
l

(1− e−α−βεl)−ωl (305)

则有：

N̄ = − ∂

∂α
lnΞ (306)
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采取上述定义的原因可以通过计算内能和广义力来看出：

U =
∑
l

ωlεl
1

eα+βεl − 1
(307a)

= − ∂

∂β
lnΞ (307b)

Y =
∑
l

ωl
∂εl
y

1

eα+βεl − 1
(307c)

= − 1

β

∂ lnΞ
∂y

(307d)

对比玻尔兹曼统计的表达式(245)和(247)，可以发现均少一个 N 项，定性地讲，玻尔兹

曼配分函数是单粒子的配分函数，而玻色统计配分函数/巨配分函数是全系统的。

参数 α和 β 的物理意义是什么呢？在以上的结论基础上，我们可以计算：

β

(
dU − Y dy +

α

β
dN̄
)

= −β d
(
∂ lnΞ
∂β

)
+

∂ lnΞ
∂y

dy − α d
(
∂ lnΞ
∂α

)
(308a)

∵ d lnΞ =
∂ lnΞ
∂α

dα +
∂ lnΞ
∂β

dβ +
∂ lnΞ
∂y

dy (308b)

∴ β

(
dU − Y dy +

α

β
dN̄
)

= −β d
(
∂ lnΞ
∂β

)
− α d

(
∂ lnΞ
∂α

)
+ d lnΞ− ∂ lnΞ

∂α
dα− ∂ lnΞ

∂β
dβ

(308c)

= − d
(
β
∂ lnΞ
∂β

)
− d

(
α
∂ lnΞ
∂α

)
+ d lnΞ (308d)

= d
(
lnΞ− α

∂ lnΞ
∂α

− β
∂ lnΞ
∂β

)
(308e)

注意到结果与开系热力学第一定律的同构：

dS =
1

T

(
dU − Y dy − µ dN̄

)
(309)

因此13我们可以得到：

β = kT α = − µ

kT
S = k

(
lnΞ + αN̄ + βU

)
(310)

13这个证明非常离谱
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最后介绍巨热力学势，其定义动机是巨正则配分函数的对数：

J = F − µn = −kT lnΞ (311)

对于费米系统，可以简单的仿照玻色系统给出巨配分函数：

Ξ =
∏
l

[
1 + e−α−βεl

]ωl , lnΞ =
∑
l

ωl ln
[
1 + e−α−βεl

]
(312)

在此基础上，其他热力学函数的统计表达式与玻色系统均相同。

8.2 弱简并气体

弱简并定义是 e−α或者说 nλ3虽小但不完全忽略，更进一步是指：

1

eα+βε ± 1
≈ e−α−βε

(
1∓ e−α−βε

)
(313)

8.2.1 分布方法

以单原子气体系统为例。首先从分布的角度研究，我们有粒子数的能谱表达式：

N =

∫
dεD(ε)

al
ωl

=

∫
dεg

2πV

h3
(2m)3/2

ε1/2

eα+βε ± 1
(314)

这里约定了 ±上下分别为费米系统和玻色系统。第一个等式基于微观状态密度 ×该能
级每一个态上平均粒子数 =总粒子数。第二个等式使用了态密度表达式(220)。引入变
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量 x = βε，则有：

N = g
2πV

h3
(2mkT )

3
2

∫ ∞

0

x
1
2

eα+x ± 1
dx (315a)

≈ g
2πV

h3
(2mkT )

3
2

∫ ∞

0

e−α
(
1∓ e−x

)
x

1
2 dx (315b)

= g
2πV

h3
(2mkT )

3
2

[
e−αΓ

(
3

2

)
∓ e−2α2−

3
2Γ

(
3

2

)]
(315c)

= g

(
2mπkT

h2

) 3
2

V e−α

(
1∓ 1

2
3
2

e−α

)
(315d)

这里使用了伽马函数的性质：

Definition 8.2.1: Gamma Function

积分定义：

Γ(n) =

∫ ∞

0

e−xxn−1 dx (316)

具有如下性质：

1. Γ(n+ 1) = nΓ(n)

2. Γ(1) = 1,Γ(1
2
) =

√
π

可以看到，如果采取 e−α ≪ 1的近似，我们可以得到(255d)的完全非简并结果。因此近
似操作导致的第二项就是我们需要的量子修正。仿照粒子数的推导可以计算得到内能

的表达式：

U =
3

2
g

(
2πmkT

h2

) 3
2

V kTe−α

(
1∓ 1

2
5
2

e−α

)
(317)

如改使用之前计算得到的 N 来表示 U，我们可以得到：

U ≈ 3

2
NkT

(
1± 1

4
√
2
e−α

)
(318)

用玻尔兹曼统计得到的 e−α代入（相当于零级近似），得到：

U =
3

2
NkT

(
1± 1

4
√
2g

nλ3

)
(319)
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只要是非相对论粒子组成的体系，均有：

pV =
2

3
U (320)

Proof.

对于非相对论的近独立粒子体系，均有此结论。出发点为：

p = −∂U

∂V

∣∣∣∣
S

(321)

待补充 ■

则弱简并体系压强统计表达式为：

p = nkT

(
1± 1

4
√
2g

nλ3

)
(322)

物理上，简并会给系统带来一个附加的简并压，而费米子体系压强为正，互相排斥。玻

色体系压强为负，互相吸引。

8.2.2 配分函数方法

配分函数方法的出发点仍然是态密度表达式(220)，但是我们直接带入巨配分函数表达
式：

lnΞ = ±g
2πV

h3
(2m)

3
2

∫ ∞

0

ln
(
1± e−α−βε

)
dx (323)

利用分部积分，遵从相同的近似规则，同时利用伽马函数的性质，我们可以得到：

lnΞ = gV

(
2mπ

βh2

) 3
2
(
e−α ∓ 1

2
5
2

e−2α

)
(324)

利用各热力学量和巨配分函数的关系，我们可以重复出之前的结果(315d)、(317)和(322)。
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8.2.3 强简并系统

待补。

8.3 玻色-爱因斯坦凝聚

理想玻色气体存在一个临界温度 Tc，在此温度以下，系统将出现玻色-爱因斯坦凝聚。玻
色粒子自发地聚集在基态，形成一个宏观的量子态。这个现象在实验上已经被观测到。

在 Sec.8.1中我们已经知道，玻色系统的分布为：

al =
ωl

e
εl−µ

kT − 1
(325)

为了不出现负的占据数，我们要求 εl > µ。而由于系统是存在零能基态的，因此要求化

学势为负。假设我们研究的是一个宏观粒子数守恒的系统，则有：

n =
1

V

∑
l

ωl

e
εl−µ

kT − 1
(326)

该物理量应当守恒。因此当温度降低时，µ会上升，使得 ε−µ减小。实际上，µ ∼ −T lnT。
可预见的是，当温度降低到一定程度时，µ将会接近于 0。此时定义为玻色爱因斯坦凝

聚的临界温度 Tc。此时，所有玻色粒子均处于非零能级。

n =
2π

h3
(2m)

3
2

∫ ∞

0

ε
1
2

e
ε

kTc − 1
dε ⇒ Tc ≈

2π

(2.612)
2
3

h̄2

mk
n

2
3 (327)

临界温度下，系统的特征尺度是：

nλ3 ≈ 2.612 (328)

而在临界温度以下，可以发现此前的数密度积分将小于总粒子数。注意到态密度表达

式(220)中，如果 ε = 0，则有态密度为 0的奇怪现象。这是因为我们在计算态密度时，

假设了粒子的能量是连续的，而在这里，我们的假设不再成立。因此我们需要单独处理
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零能粒子，因为玻色粒子在临界温度以下自发凝聚到基态上。

n = n0(T ) +
2π

h3
(2m)

3
2

∫ ∞

0

ε
1
2

e
ε
kT − 1

dε (329a)

= n0(T ) + n

(
T

Tc

) 3
2

(329b)

8.4 光子气体

在 Sec.7.4中，我们已经知道经典统计无法正确描述平衡辐射场。在这里，我们将用玻色
统计重新计算一遍。在(76c)中，我们已经知道一个平衡辐射场的吉布斯函数恒为 0。这

个可以直接导出光子气体/辐射场化学势为 0。因此我们可以得到分布：

al =
ωl

e
εl
kT − 1

(330)

由(274)的讨论，我们可以知道：

dn(ω, T ) =
D(ω) dω
e

ε
kT − 1

=
V

π2c3
ω2 dω

eh̄ω/kT − 1
(331)

利用光量子的能量公式 ε = h̄ω，我们可以得到：

U
(
ω, T

)
dω = ε× dn

(
ω, T

)
=

V

π2c3
× h̄ω3

eh̄ω/kT − 1
dω (332)

在低频极限 h̄ω ≪ kT 下，我们可以得到：

∵ eh̄ω/kT ≈ 1 + h̄ω/kT (333a)

∴ U(ω, T ) dω =
V

π2c3
h̄ω3

eh̄ω/kT − 1
dω ≈ V

π2c3
ω2kT dω (333b)

即退化回瑞利金斯公式。而在高温极限 h̄ω ≫ kT 下，我们可以得到：

∵ eh̄ω/kT − 1 ≈ eh̄ω/kT (334a)

∴U(ω, T ) dω =
V

π2c3
h̄ω3

eh̄ω/kT − 1
dω ≈ V

π2c3
h̄ω3e−h̄ω/kT dω (334b)
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即得到了维恩公式。

另一种等效的推导方法是从光子气体的巨配分函数出发。

8.5 费米气体

原子结合成金属后，价电子脱离原子可以在整个金属内运动，形成公有电子，失去价电

子后的原子成为离子，在空间形成规则的点阵。

在初步的近似中人们把公有电子看作在金属内部作自由运动的近独立粒子。金属的高

导电率和高热导率说明金属中自由电子的存在。

首先讨论零温极限是一个比较合适的出发点。在零温极限下，费米分布退化为：

al =

1 εl < µ

0 εl > µ
(335)
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这里 µ是费米能级。在零温极限下，我们可以得到：

D(ϵ) = 2
2πV

h3
(2m)

3
2 ϵ

1
2 (336a)

N =

∫ ∞

0

f(ϵ)D(ϵ) dϵ (336b)

= 2

∫ EF

0

2πV

h3
(2m)

3
2 ϵ

1
2 dϵ (336c)

= 2
2πV

h3
(2m)

3
2
2

3
E

3
2
F (336d)

∴ kF =
pF
h̄

(336e)

=
1

h̄

√
2mEF (336f)

=
1

h̄

√
2m(

3h3n

8π(2m)
3
2

)
2
3 (336g)

=
1

h̄
(
3h3n

8π
)
1
3 (336h)

= (3π2n)
1
3 (336i)

一个有趣的现象是零温情况下有费米压，且可以由(320)给出。对于电子体系，我们有态
密度：

D(ϵ) = 2
2πV

h3
(2m)

3
2 ϵ

1
2 (337)

我们可以借此计算出内能：

U =

∫ ∞

0

D(ϵ)
ϵ

e
ϵ−µ
kT + 1

dϵ (338a)

≈
∫ EF

0

D(ϵ)ϵ dϵ (338b)

= 2
2πV

h3
(2m)

3
2

∫ EF

0

ϵ
3
2 dϵ (338c)

=
8

5

πV

h3
(2m)

3
2E

5
2
F (338d)

又由于：

EF =
p2F
2m

=
h̄2

2m
(3π2n)

2
3 (339)
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代入上式，我们可以得到：

U ∼ V − 2
3 (340)

假设 U = αV − 2
3，则有：

p = −
(
∂U

∂V

)
S

=
2

3
αV − 5

3 ⇒ pV =
2

3
U (341)

带入金属铜的参数，我们可以发现其具有一个巨大的费米压，这个费米压由电子和离子

之间的库伦引力补偿。

在有限温度下，费米海中的电子仍然近似保持着零温极限的分布，几乎不会激发。而费

米面附近，µ− kT 到 µ+ kT 范围的费米子则会出现特别的行为。接下来定量计算自由

电子气体在有限温度下的热容量。

自由电子气的总粒子数和总内能的统计形式分别为：

N =
4πV

h3
(2m)

3/2

∞∫
0

ε1/2

e
ε−µ
kT + 1

dε (342a)

U =
4πV

h3
(2m)3/2

∞∫
0

ε3/2

e
ε−µ
kT + 1

dε (342b)

它们具有一个相同的数学结构：

I =

∫ ∞

0

η(ε)

e
ε−µ
kT + 1

dε (343)

其中：

η(ε) =

Cε1/2

Cε3/2
C =

4πV

h3
(2m)3/2 (344)
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令 ε− µ = kTx，则有：

I =

∫ ∞

0

η(ε)

e
ε−µ
kT + 1

dε =
∫ ∞

−µ
kT

η(µ+ kTx)

ex + 1
kT dx (345a)

=

∫ 0

−µ
kT

η(µ+ kTx)

ex + 1
kT dx+

∫ ∞

0

η(µ+ kTx)

ex + 1
kT dx (345b)

= kT

∫ µ
kT

0

η(µ− kTx)

e−x + 1
dx+

∫ ∞

0

η(µ+ kTx)

ex + 1
kT dx (345c)

= kT

∫ µ
kT

0

η(µ− kTx) dx− kT

∫ µ
kT

≫1

0

η(µ− kTx)

ex + 1
dx+

∫ ∞

0

η(µ+ kTx)

ex + 1
kT dx

(345d)

=

∫ µ

0

η(ε) dε− kT

∫ ∞

0

η(µ− kTx)

ex + 1
dx+

∫ ∞

0

η(µ+ kTx)

ex + 1
kT dx dε (345e)

=

∫ µ

0

η(ε) dε+ kT

∫ ∞

0

η(µ+ kTx)− η(µ− kTx)

ex + 1
dx (345f)

利用费米面附近很窄能带中的近似方法，展开 η(µ± kTx)：

I =
∫ µ

0

η(ε) dε+ kT

∫ ∞

0

η(µ+ kTx)− η(µ− kTx)

ex + 1
dx (346a)

=

µ∫
0

η(ε) dε+ 2(kT )2η′(µ)

∞∫
0

x

ex + 1
dx+ · · · (346b)

=

∫ µ

0

η(ε) dε+
π2

6
(kT )2η′(µ) + · · · (346c)

最终得到：

I =

∫ ∞

0

η(ε)

e
ε−µ
kT + 1

dε =
∫ µ

0

η(ε) dε+
π2

6
(kT )2η′(µ) + · · · (347)

因此我们得到了对内能和粒子数的费米面附近近似形式：

N = I|η(ε)=Cε1/2 =
2

3
Cµ3/2

[
1 +

π2

8
(
kT

µ
)2
]

(348a)

U = I|η(ε)=Cε3/2 =
2

5
Cµ5/2

[
1 +

5π2

8
(
kT

µ
)2
]

(348b)
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由总粒子数统计表达式可以得到化学式：

µ =

(
3N

2C

)2/3
1 + π2

8

(
kT

µ

)2]−2/3

(349)

在零温附近，定义 µ(0) =
(
3N
2C

) 2
3，则有：

µ ≈ µ(0)

[
1 +

π2

8

[
kT

µ(0)

]2]2/3
≈ µ(0)

[
1− π2

12

[
kT

µ(0)

]2]
(350)

将化学式带入内能表达式，我们可以得到：

U = =
2

5
Cµ(0)

5/2

1− π2

12

(
kT

µ(0)

)2]5/2[
1 +

5π2

8

(
kT

µ(0)

)2]
(351a)

=
3

5
Nµ(0)

1 + 5π2

12

(
kT

µ(0)

)2]
(351b)

则我们可以解得自由电子气热容量：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= Nk
π2kT

2µ(0)
= γ0T (352)

实际上，低温范围内金属固体的热容量还来源于晶格振动，由�拜理论给出为 CV =

βT 3。因此，金属固体的总热容量为：

CV = γ0T + βT 3 (353)

Example
由 N 个自旋极化的粒子组成的理想费米气体处在径向频率为 ω„轴向频率为 λω,的
磁光陷阱内，粒子的能量 (哈密顿量)为

ε =
1

2m
( p2x + p2y + p2z ) +

m

2
ω2( x2 + y2 + λ2z2 ) .

试求 0 K 时费米气体的化学势 ( 以费米温度表示) 和粒子的平均能量. 假设 N=
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105, ωr = 3 800 s−1, λ2 = 8,求出数值结果。

显然，这是一个类三维谐振子。在每一个维度上，相空间中每一个能级由一个椭圆

描述：
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2 = E (354)

由椭圆面积公式，我们得到在这个一维模型中，能级 E 的相空间体积（面积）为：

S = πab = π
√
2mE

1

ω

√
2E

m
=

2πE

ω
(355)

则能级 E 附近的相空间体积元为：

dΩ =
dS
dE

dE =
2π

ω
dE (356)

对于原问题，由于各维度独立，则总相空间体积元为：

dΩ =
2π

ω
dEx ·

2π

ω
dEy ·

2π

λω
dEz (357a)

=
(2π)3

λω3
dEx dEy dEz (357b)

定义总能 E = Ex + Ey + Ez，显然有雅可比矩阵行列式为 1，则形式上变为：

dΩ =
(2π)3

λω3
dE dEx dEy (358)

如果我们只关心态密度的能谱，则可以积分 Ex和 Ey。不难看出：

dE
∫

dEx

∫
dEy =

1

2
E2 dE (359)

沿用经典表述中最小相空间体积元 h3的假设，我们得到：

D(E) =
1

h3

(2π)3

λω3

E2

2
=

1

2λ(h̄ω)3
E2 (360)
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9 系综理论

之前的各种统计，均建立在最概然分布上，可统称为最概然统计法。这种统计讨论的是

独立或近独立粒子，而实际上，粒子间的相互作用是不可忽略的。在这种情况下，描述

单粒子能量或配分函数没有意义。吉布斯提出了系综理论来解决这个问题。系综理论是

一种平均统计法，它不讨论单个粒子，而是讨论大量粒子组成的系综。

什么样的系统可以使用系综平均是值得探讨的。目前公认的结论是：

• 动力学保证相空间不塌缩。

• 系统信息不会丢失。

9.1 系综

在之前的章节中我们定义了单粒子的状态空间 µ空间。而在系综理论中，我们定义了一

个新的空间，称为相空间 Γ空间。

Definition 9.1.1: Γ空间

对自由度为 f 的系统以描述系统状态的 2f 个变量 q1, q2, ...qf , p1, p2, ...pf 为直角坐
标轴构成一个 2f 维空间，称为系统的相空间或 Γ空间。

Γ空间中的每一个点都代表系统的一个状态，称为一个相点。相点的运动轨迹称为相轨

道。相轨道的形状由系统的运动方程决定。相轨道上的点代表系统在不同时间的状态。

系统的运动演化满足哈密顿正则方程：

dqi
dt

=
∂H

∂pi
dpi
dt

= −∂H

∂qi

(361)

为了求得系统处在某一个态，也就是一个相点上的概率，一种方法是观察其演化然后积
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分，另一种方法也可以设想研究大量处在相同的宏观条件下，结构完全相同的系统，求

出它们中处在某一微观状态 s的系统的数目与系统的总数相比，就可以得到单个系统处
于微观状态 s的几率分布。

Definition 9.1.2:系综

大量处于相同宏观条件下，结构完全相同的系统的集合称为系综。

系综显然基于各态历经假说。

9.2 刘维尔定理

Theorem 9.2.1:刘维尔定理

对于一个孤立系统，系综的几率密度在运动中不变。

dρ
dt

=
∂ρ

∂t
+

2f∑
i=1

(
∂ρ

∂qi

dqi
dt

+
∂ρ

∂pi

dpi
dt

)
= 0 (362)

Proof.

设定系综密度函数为 ρ(qi, pi, t)，则参考点处系综的增量为：

dρ
dt

=
∂ρ

∂t
+

2f∑
i=1

(
∂ρ

∂qi

dqi
dt

+
∂ρ

∂pi

dpi
dt

)
(363)

另一方面，可以研究系综密度流的变化来研究某点系综的变化：

∂ρ

∂t
= −

∑
i

[
∂ (ρq̇i)

∂qi
+

∂ (ρṗi)

∂pi

]
(364)

由哈密顿正则方程我们知道：
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

= 0 (365)
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因此有：
dρ
dt

=
∂ρ

∂t
+

2f∑
i=1

(
∂ρ

∂qi

dqi
dt

+
∂ρ

∂pi

dpi
dt

)
= 0 (366)

■

9.3 微正则系综

之前处理的都是理想孤立系统，实际系统往往与外界有相互作用，通过相互作用进行能

量交换甚至物质交换。因此一个实际系统的能量在 E 到 E +∆E 之间.

微正则分布的假设是等概率原理，即认为系统在 E 到 E + ∆E 之间的所有微观状态概

率密度相等。假设有一个内部存在微弱相互作用的孤立系统 A(0)，假设 A(0)由相互作用

的两个子系统 A(1)和 A(2)组成。复合系统 A(0)的微观状态数为：

Ω(0)(E1, E2) = Ω(1)(E1)Ω
(2)(E2) (367)

因为 E1 + E2 = E(0) =常数，所以：

Ω(0)(E1, E
(0) − E1) = Ω(1)(E1)Ω

(2)(E(0) − E1) (368)

最概然分布的要求即为：

∂Ω(0)

∂E1

=
∂Ω1 (E1)

∂E1

Ω2 (E2) + Ω1 (E1)
∂Ω2 (E2)

∂E2

∂E2

∂E1

= 0 (369)

化简可得： (
∂lnΩ1(E1)

∂E1

)
N1,V1

=

(
∂lnΩ2(E2)

∂E2

)
N2,V2

(370)

定义 β =
(

∂lnΩ(E)
∂E

)
N,V
，则：

β1 = β2 (371)
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即为统计热平衡条件。由于 S = k lnΩ，所以上面的结论可以改写为熵的等式：(
∂S1

∂U1

)
N1,V1

=

(
∂S2

∂U2

)
N2,V2

(372)

由于对于 A(0)系统，有热力学基本方程：dS = 1
T
dU + p

T
dV，所以发现 β 与 1

T
成正比，

即 β = 1
kT
。

利用微正则分布求热力学函数的基本步骤是：

• 求出系统的微观状态数 Ω(N,E, V )。

• 求出熵 S(N,E, V ) = k lnΩ。

• 由开系热力学公式 dS = 1
T
dE + p

T
dV − µ

T
dN，求出温度 T、压强 p和化学势 µ。

1

kT
= β =

(
∂ lnΩ(N,E, V )

∂E

)
N,V

,
p

kT
= γ =

(
∂ lnΩ(N,E, V )

∂V

)
N,E

, (373a)

− µ

kT
= α =

(
∂ lnΩ(N,E, V )

∂N

)
E,V

(373b)

• 变量代换 (N,E, V ) → (T, V,N)，刻画系统全部平衡性质。

9.3.1 经典理想气体

满足微正则系综的单原子理想气体，亦即与外界有微弱相互作用使得能量处于 E →
E +∆E 之间的单原子理想气体系统。其微观状态数为：

Ω(N,E, V ) =
1

N !h3N

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dΩ (374)
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由变量代换 pi =
√
2mExi，可得：

Σ(E) =
V N

N !h3N

∫
H(q,p)≤E

dpi (375a)

=
V N

N !h3N
(2mE)

3N
2

∫
∑

x2
i≤1

dxi (375b)

=

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N
2

N !
(
3N
2

)
!

(375c)

最后一步使用了高维球体积公式。则：

Ω(E) =
∂Σ(E)

∂E
∆E (376a)

=
3N

2

∆E

E
Σ(E) (376b)

由于 S = k lnΩ，所以：

S = k ln
[
V

h3
· (2πmE)3/2

]N
+ k

[
ln
(
3N

2

)
+ ln

(
∆E

E

)]
− k lnN !− k ln

(
3N

2

)
! (377)

利用斯特林公式：

S ≈ Nk ln

[
V

h3N

(
4πmE

3N

)3/2
]
+

5

2
Nk + k

[
ln
(
3N

2

)
+ ln

(
∆E

E

)]
(378)

在热力学极限下， lnN
N
趋于零，所以：

S ≈ Nk ln

[
V

h3N

(
4πmE

3N

)3/2
]
+

5

2
Nk (379)

上式表明：

• 熵是一个广延量。

• 能壳宽度不影响熵的计算。
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利用特性函数知识：

T =

(
∂E

∂S

)
N,V

=
2

3
· E

Nk
⇒ E =

3

2
NkT (380a)

p = −
(
∂E

∂V

)
S,N

=
2

3

E

V
⇒ pV = NkT (380b)

S = Nk ln

[
V

N
·
(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

5

2
Nk (380c)

变量代换后的熵统计表达式与最概然分布方法得到的相同。

9.4 正则系综

Definition 9.4.1:正则系综

与一个大热源接触，能量可以交换，但是粒子数不变，具有确定的粒子数 N，体

积 V 和温度 T 系统的系综称为正则系综。

系统与大热源的复合系统即一个孤立系统，当系统处于某一微观状态时，其微观状态数

为：

Ω(0) = ΩsΩr = Ωr(E
(0) − Es) (381)

由巨大热源假设，可以在 E(0)附近对 Ωr 进行泰勒展开：

lnΩr

(
E(0) − Es

)
= lnΩr

(
E(0)

)
−

(
∂lnΩr

(
E(0)

)
∂E(0)

)
N(0)

Es = lnΩr

(
E(0)

)
− βEs (382)

我们已经知道 β = 1
kT
，对分布重做归一化：

ρs =
1

Z
e−βEs Z =

E(0)∑
s=0

e−βEs (383)

此即正则配分函数。
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正则系综的内能为：

U = E =
∑
s

ρsEs =
1

Z

∑
s

Ese
−βEs (384a)

= − 1

Z

∑
s

∂

∂β
e−βEs = − 1

Z

∂

∂β

∑
s

e−βEs = −∂ lnZ
∂β

(384b)

(384c)

由系统能量统计表达式得到的内能是平均能量。定义系统处于某一微观状态时，能量偏

差的平方的平均值为涨落。对于正则分布：

E2 =
∑

ρsE
2
s =

1

Z

∑
s

E2
se

−βEs =
1

Z

(
∂2

∂β2

)∑
s

e−βEs (385a)

=
1

Z

∂

∂β

(
− ZE

)
= E

2 − ∂E

∂β
(385b)

−→ (E − E)2 = E2 − (E)2 = −∂E

∂β
= kT 2∂E

∂T
= kT 2CV (385c)

在微正则系综中，联系热力学与统计物理的公式是玻尔兹曼熵公式：

S = k lnΩ (386)

而在正则系综中，由于我们固定的热力学参数是 (T, V,N)，因此这个公式是亥姆霍兹自

由能的统计表达式：

F = −kT lnZ (387)

其他的热力学函数可以通过特性函数从自由能出发构造得到。对比之前配分函数的方
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法，我们观察熵的计算：

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

(388a)

= k lnZ + kT
∂

∂T
lnZ (388b)

= k

(
lnZ + T

dβ
dT

∂

∂β
lnZ

)
(388c)

= k

(
lnZ + T (−kβ2)

∂

∂β
lnZ

)
(388d)

= k

(
lnZ − β

∂

∂β
lnZ

)
(388e)

9.5 巨正则系综

巨正则系综是具有确定温度、体积和化学势的系统的系综。巨正则系综可以视为系统与

一个巨大的源相互作用，相互作用包括能量交换和粒子交换。当系统与源达到平衡时，

系统的温度和化学势与源相等。

由于系统和源组成一个孤立的复合系统，满足：Es + Er = E(0), Es ≪ E(0)

Ns +Nr = N (0), N ≪ N (0)
(389)

当系统处于粒子数为 N，能量为 Es 的某一个微观状态时，源处于粒子数为 N (0) − N，

能量为 E(0) − E 的微观状态。此时复合系统的微观状态数为：

Ω(N,E) = Ωs(N,E)Ωr(N
(0) −N,E(0) − Es) = Ωr(N

(0) −N,E(0) − Es) (390)

根据等概率原理，各个微观状态的概率密度相等，即：

ρNs ∝ Ωr(N
(0) −N,E(0) − Es) (391)
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由之前的巨大源假设，可以在 N (0), E(0)的附近对 Ωr 进行泰勒展开：

lnΩr

(
N (0) −N,E(0) − Es

)
= lnΩr

(
N (0), E(0)

)
(392a)

−

(
∂lnΩr

(
N (0), E(0)

)
∂N (0)

)
E(0)

N −

(
∂lnΩr

(
N (0), E(0)

)
∂E(0)

)
N(0)

Es

(392b)

= lnΩr(N
(0), E(0))− αN − βEs (392c)

回忆微正则分布中的热力学公式：

α = − µ

kT
β =

1

kT
(393)

lnΩr(N
(0), E(0))是常数，对分布概率密度做归一化，得到：

ρNs =
1

Ξ
e−αN−βEs Ξ =

N(0)∑
N=0

E(0)∑
Es=0

e−αN−βEs (394)

另给出经典表述：

ρN(q, p)dΩ =
1

Ξ
· dΩ

N !hN ·r · e
−αN−βE(q,p), Ξ =

∞∑
N=0

e−αN

N !hN ·r ·
∫

e−βE(q,p)dΩ (395)

另一种更常见的表述是：

ρNs =
1

Ξ
e−β(Es−µNs) Ξ =

∑
s

e−β(Es−µNs) (396)

其中，ρNs一般被称为吉布斯分布，而 ξ为巨配分函数。

在巨正则系综中 (T, V, µ)，联系热力学与统计物理的热力学函数是之前提到的巨热力学

势（也有人称朗道势）：

J = F − µN dJ = −S dT − P dV −N dµ (397)

 第 104页 



 Academic year 2023 : 统计物理 Per aspera, ad astra.

仿效之前的定义，有公式：

J = kT lnΞ (398)

我们所关心的热力学函数也可以由巨热力学势的微分表达式得到，比如熵：

S = −
(
∂J

∂T

)
V,µ

(399a)

= k

(
lnΞ− β

∂

∂β
lnΞ

)
(399b)

= k

[
ln Ξ̃− β

(
∂

∂β
ln Ξ̃ +

∂α

∂β

∂

∂α
ln Ξ̃

)]
(399c)

= k

[
ln Ξ̃− β

(
∂

∂β
ln Ξ̃− µ

∂

∂α
ln Ξ̃

)]
(399d)

= k

(
ln Ξ̃− β

∂

∂β
ln Ξ̃− α

∂

∂α
ln Ξ̃

)
(399e)

这里仿效了正则系综处的计算。其中第三步使用了以下变量替换：

lnΞ(µ, β, V ) ⇒ ln Ξ̃(α(µ, β), β, V ) (400)

9.5.1 巨正则系综的简单应用

问题：设吸附表面有 N9个吸附中心，每个吸附中心可吸附一个气体分子。被吸附的气

体分子能量为-ε0,求达到平衡时吸附率 θ = N/N0与气体温度和压强的关系。

分析：将气体看作热源和粒子源。被吸附的分子系统可看作与气体 (源)交换粒子和能
量的系统，遵从巨正则分布。求 θ的关键是求出 N。

当有 N 个分子被吸附时，系统的能量为 −Nε0,系统的巨配分函数为

Ξ =

N0∑
N=0

∑
s

e−αN−βEs =

N0∑
N=0

eβµNZN(T,A)
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式中 ZN(T,A)是吸附面上有 N 个分子的正则分布的配分函数

ZN(T,A) =
∑

eβε0N = eβε0N
∑

1

考虑到 N 个分子在 N9个吸附中心上的排列数，即系统具有的微观状态数，则有

10 铁磁系统专题

10.1 Non-interacting Magnetic Moments

这个系统满足：

• 自旋磁矩间没有相互作用。

• 假设自旋仅两种方向。

则在横场 B 中，哈密顿和能量可以简单给出：

E = −µB = −µB

N∑
i=1

si (401)
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相应的配分函数为：

ZN =
∑

s1=±1

∑
s2=±1

. . .
∑

sN=±1

eβµBΣN
i=1si (402a)

=
∑

s1=±1

∑
s2=±1

. . .
∑

sN=±1

eβµBs1eβµBs2 . . . eβµBsN (402b)

=
∑

s1=±1

eβµBs1
∑

s2=±1

eβµBs2 · · ·
∑

sN=±1

eβµBsN (402c)

=
[∑

eβµBs1
]N

= ZN
1 . (402d)

Z1 =
∑
s=±1

eβµBs = eβµB(−1) + eβµB(+1) = 2 cosh βµB (402e)

自由能、平均粒子能量和总磁化率分别为：

F = −kT lnZN = −NkT ln (2 cosh βµB) (403a)

Ē = −∂ lnZN

∂β
= −NµB tanh βµB (403b)

M = −∂F

∂B
= Nµ tanh βµB (403c)

在高温极限或弱场情况，近似为居里定律。

10.2 Ising Model

首先从一维的 Ising chain开始，其 N粒子配分函数形式上应该为：

ZN =
∑
si

eβJ
∑N−1

i=1 sisi+1 (404)
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可以通过递归关系解析求解：

ZN =
∑

SN=±1

ZN−1e
βJsN−1sN (405a)

= ZN−1

(
eβJsN−1 + e−βJsN−1

)
(405b)

= 2 cosh βJsN−1ZN−1 (405c)

= 2 cosh βJZN−1 (405d)

最后一步使用了 cosh的偶函数性质。由于二粒子体系中，微观态共有四种，对应的配
分函数为：

Z2 = 4 cosh βJ (406)

易见：

ZN = 2 (2 cosh βJ)N−1 (407)

易见，Ising系统是一个正则系综，则热力学的探讨起点是：

F = −kT lnZN = −kT (ln 2 + (N − 1) ln (2 cosh βJ)) ≈ −kT (N − 1) ln (2 cosh βJ)
(408)

接下来计算熵：

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

(409a)

= k(N − 1) ln (2 cosh βJ) + kT (N − 1) tanh (βJ)J
dβ
dT

(409b)

因为 β = 1
kT
，所以有：

dβ
dT

= − 1

kT 2
= −kβ2 (410a)

∴kT dβ
dT

= −kβ (410b)
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回代得到：

S = k(N − 1)

(
ln
(
eβJ + e−βJ

)
− βJ

eβJ − e−βJ

eβJ + e−βJ

)
(411a)

= k(N − 1)

(
−βJ + ln(e2βJ + 1)− βJ

(
−1 +

2

e−2βJ + 1

))
(411b)

= k(N − 1)

(
ln(e2βJ + 1)− 2βJ

e−2βJ + 1

)
(411c)

Remark. 可以看到，热力学零温时，熵为 0.但实际上，零温下基态有全上和全下两种
简并，S(0) = k ln 2。而这正是在(408)中被抛弃的一项。

另一个重要的统计量是两点关联函数，不加证明的给出：

G(r) = (tanh βJ)r (412)

11 涨落理论

研究的模型是正则系综（当然也可以具体的说是一个粒子数不变，与热域形成热平衡的

系统）。当系统处于平衡态，系统的能量、体积和熵的统计平均值为 Ē, V̄ , S̄。根据玻尔

兹曼熵公式，此时复合系统的微观态满足关系：

S̄(0) = k ln Ω̄(0) (413)

而经由涨落偏离至 S 和 V 时，由等概率原理，偏离态出现的概率为：

W ∝ Ω(0)

Ω̄(0)
= e

∆S(0)

k ∆S(0) = S(0) − S̄(0) (414)

可以证明，∆S(0) = ∆S +∆Sr。同时，∆S = −∆E−p∆V
kT

。将能量/内能作为 S, V 的函数

展开，可以得到：

∆E = T∆S − p∆V +
1

2
(∆T∆S −∆p∆V ) (415)
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这里暗含了麦克斯韦关系在涨落中近似不改变。代入得到：

W (∆T,∆S,∆p,∆V ) ∝ e−
∆T∆S−∆p∆V

kT (416)

考虑到系统只有两个独立变量，选取 T, V。其他的微分通过一阶泰勒展开近似得到：

W (∆T,∆V ) ∝ exp
[
− CV

2kT
(∆T )2 +

1

2kT

(
∂p

∂V

)
T

(∆V )2
]

(417)

为一个高斯分布。可以立即得到：

(∆T )2 =
kT 2

CV

(∆V )2 = kTV κT (418)

可以看到，在相变处由于比热发散，我们会得到温度涨落为 0，这是不对的。原因在于
相变处空间关联长度达到全系统，这一套理论失败。
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