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1 经典霍尔效应

使用最简单的 Drude模型，在二维中，考虑电子在如图1所示电磁场中的稳态解：

Figure 1: Drude模型

v⃗ +
eτ

m
v⃗ × B⃗ = −eτ

m
E⃗ (1a)

vi + ϵijvjωB = −eτ
m
Ei where ωB =

eB

m
(1b)

定义 ρij = δij + ϵijωB,我们有:
ρ′ijvj = −eτ

m
Ei (2)

因为 j = −nev,所以 J⃗ = −nev⃗,因此:

ρ′ijJj = −e
2nτ

m
Ei (3)

因此，电导率张量为：

σ =
σDC

1 + ω2
Bτ

2

(
1 −ωBτ

ωBτ 1

)
with σDC =

ne2τ

m
(4)

因为电阻张量可以写为：

− m

e2nτ
ρ′ij = − m

e2nτ

(
1 ωBτ

−ωBτ 1

)
=

1

σDC

(
1 ωBτ

−ωBτ 1

)
(5)
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Figure 2: 量子化的霍尔电阻

不难发现 ρxy 和 ρyx 与弛豫时间 τ 无关。并且当我们关心霍尔电阻 R = VH

Ix
时，我们可

以发现:
Vy
Ix

= Ryx = ρyx =
B

ne
= RHB (6)

这里的 RH = 1
ne
就被称为霍尔系数。

2 整数量子霍尔效应

2.1 现象

实际上测得的霍尔电阻呈现量子化的“平台”特征，平台出现在：

ρxy =
2πh̄

e2
1

ν
ν ∈ Z (7)

如图2所示。在扫描磁场是时，平台的中心对应于特定的磁场强度：

B =
n

ν

2πh̄

e
=
n

ν
Φ0 (8)

这种量子化的“平台”行为在考虑真实系统的杂质、温度以及其他微扰后仍然是相对稳

定的。事实上，如果没有任何杂质，平台将会彻底消失。对于 IQHE理论的一般刻画参
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考了 David Tong教授的讲义 [1]。

2.2 朗道能级

Figure 3: Landau Level

对于有效质量为m∗的固体中的电子，其在磁场中的哈密顿量形式为：

H =
1

2m∗ (p+ eA)2 (9)

选取不同的规范，可以得到不同的本征波函数，但最终不会影响结论。

在朗道规范中，运用薛定谔方程可以解得

ψn,k(x, y) = Hn(x+ kℓ2B)e
−(x+kℓ2B)2/2ℓ2Beiky.

|ψn,k|2高度局域在宽为 ℓB，沿 x = −kℓ2B 的一条长带中,这里 ℓB =
√

h̄
eB
.因为 y方向上

的周期性边界条件，波矢 k被量子化为 k = 2πm
Ly

,m ∈ Z. 因为能量是对 k简并的, n-th朗
道能级的简并度即m的简并度. 根据 0 ≤ −kℓ2B ≤ Lx,我们可以得到：

mmax =
Φ

Φ0

,Φ0 =
h

e
,Φ = BLxLy (10)
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对于这个二维系统，完全填充 ν 个朗道能级对应电子密度为：

n = ν
1

S

Φ

Φ0

=
B

Φ0

ν ν ∈ Z (11)

2.3 使用杂质、局域和非局域态进行解释

在强磁场中，无相互作用的费米气体集聚到一个个朗道能级上。固定电子数密度 n，假

设费米能足够高。假如 B = nΦ0/ν，则意味着正好有 ν个朗道能级被填满。此时的霍尔

系数也可以写为：

RH =
1

ne
=

1

e

Φ0

B
ν (12)

但是当磁场强度 B ̸= nΦ0/ν，就会有更高一级的朗道能级半充满，体系从磁场的变化

中吸取能量，从而破坏霍尔电阻的量子化。维持量子化的因素是材料中的杂质以及干

扰。考虑这种无序对哈密顿的修正是一种无序势能 V，且相对于朗道能级的能隙较小

V ≪ h̄ωB，使得朗道能级还是分立状态。同时这个势能变化在磁场特征长度 ℓB 上是平

坦的 |∇V | ≪ h̄ωB

ℓB
，也就是说在波函数的感受中是平坦的。回顾之前求解朗道能级时定

义的轨道中心算符：

X̂ = x̂− π̂y
mωB

Ŷ = ŷ +
π̂x
mωB

(13)

此前，两个算符满足很好的与哈密顿完全对易关系，在引入无序势后：

[X,H + V ] = [X,V ] V = V0 + ∇⃗V · r⃗ (14a)

= [X,Y ]
∂V

∂Y
= iℓ2B

∂V

∂Y
(14b)

同理有 [Y,H + V ] = −iℓ2B ∂V
∂X
。由海森堡运动方程可以整理出：

ih̄
d
dt

(
X

Y

)
= iℓ2B

(
∂V
∂Y

− ∂V
∂X

)
(15)

由于 ∂2

∂X∂Y
V = ∂2

∂Y ∂X
V。所以轨道中心算符的演化是沿着势能的切向的，亦即沿着等能

面运动。局域化就产生于等能线的局域性。

而带芯的态则是巡游的，因此补偿了局域态的导电劣势。
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2.4 规范不变性

之前我们讨论了一般的二维矩形周期性边界材料中的量子霍尔效应。现在我们转而考

虑圆环材料，磁场从中心穿过。这里隐含了假设，即量子霍尔效应是与材料几何拓扑性

质无关的。

基于体系的旋转对称性，我们选择对称规范求解矢势。由于圆环是在磁场之外且具有复

联通拓扑结构，因此仅存在非零的矢势，假设磁通量为 Φ，则圆环中矢势为：

A =
Φ

2πρ
eϕ (16)

我们首先降维，假设径向电子运动受到抑制。这可以说明能谱的性质。动量算符为：

π̂ϕ = p̂ϕ − qAϕ =
h̄

iρ

∂

∂ϕ
− qΦ

2πρ
=

1

ρ

(
h̄

i

∂

∂ϕ
− qΦ

2π

)
. (17)

解这个一维问题可以得到本征态及其对应的本征能量：

ψn =
1

2πρ
einϕ, (18a)

En =
h̄2

2mρ2

(
n+

Φ

Φ0

)2

, (18b)

上式意味着当 Φ为磁通量子 Φ0的整数倍时，能谱具有相同的行为，但是能级平移。比

如说，当磁通从 0缓慢增加到 Φ0 的过程中，原来处于基态的电子根据绝热定理应该会

停留在基态的波函数。然而，当 Φ = Φ0时，原来的基态波函数能量变为了第一激发态

能量，亦即：

ψ0(Φ = 0) → ψ0(Φ = Φ0) = ψ1(Φ = 0) (19)

在这个一维问题中，电子的波函数在绝热演化中没有任何变化但能量改变。现在考虑二

维环带中的电子，如图4所示。利用复变函数的方法，引入复变量 z = x+ iy，定义两个

湮灭算符：
â = −i

√
2
(
ℓB∂̄ + z

4ℓB

)
,

b̂ = −i
√
2
(
ℓB∂ + z̄

4ℓB

)
.

(20)
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Figure 4: 圆环几何

可以解得基态（LLL）的波函数为：

ψm ∼ zme−|z|2/4l2B = eimϕrme−r2/4l2B (21)

在中心螺线管磁通的缓慢变化中，电子波函数可以被附加一个相位：

ψΦ+∆Φ = e−ieϕ∆Φ/2πh̄ψΦ (22)

如果态是巡游的，则应当满足圆几何中的单值性，亦即 ψ(ϕ) = ψ(ϕ+ 2π)。这就量子化

了磁通的改变量：

−e∆Φ

h
ϕ = −e∆Φ

h
(ϕ+ 2π) + 2πN N ∈ Z (23a)

∴ ∆Φ = NΦ0 (23b)

当然，引入杂质使部分态局域化是一个好的办法。局域态不用满足边界条件使得磁通可

以被连续改变，但在改变磁通的过程中，巡游态会越过周期态移动，称为 Spectral Flow。
这是来源于之前的波函数 Eq.21是高度局域在半径 r =

√
2mℓ2B 处的，因此对于每一个

能级上的巡游态，磁通改变一个 Φ0 时都正好到达外侧的一个能级。而这个过程中，局

域态则被几乎限制在自己的轨道上，形成环向电流。

之前我们说明了当 ν个朗道能级被正好填满时，霍尔电阻能够与平台正好相符。当化学

势在 ν和 ν+1个朗道能级中间时，其下 ν个 LL被完全填满。由于电磁场的相对性，我
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们把之前的螺线管导致的磁矢势想象成一个电场产生的，亦即由电压驱动螺线管的磁

通改变，则这个等效“霍尔电压”为 ε = ∆Φ
∆t
，径向巡游态电流视为霍尔电流，每改变一

个 Φ0会输送电子产生电流。则霍尔电阻可以计算得到：

Rxy =
Vϕ
Ir

=
∆Φ/∆t

ν(−e)/∆t
= −2πh̄

e2ν
= −ρxy (24)

可以发现也为平台值！而推导的前提仅是 ν 个 LL能级被占据，因此可以解释平台的维
持。

另一方面，由于我们采取的二维平面周期性边界假设，我们也可以在 x方向卷曲平面并

首尾连接形成一个曲面系统，然后在中心加入一个磁通产生上文的“额外磁矢势”，如

图5所示。思想是类似的，不过并不破坏系统的几何，不多赘述了。

Figure 5: Laughlin思想实验

2.5 Kubo公式

前面我们已经介绍了很多对霍尔效应的量子化解释。但为了后文石墨烯中 IQHE的定量
推导，Kubo方程需要被介绍，Kubo方程给出了霍尔电导完全由量子力学可观测量算符
组成的表达式。

定义在施加电场之前，系统哈密顿量为 H0。这可以是最简单的磁场中自由电子气哈密

顿量 Eq.9，也可以是复杂的能带电子在磁场中的哈密顿量。引入电场，选取 Temporal
Gauge ϕ = A0 = 0。如此电场强度 E = −∂tA。因为引入这个电场导致的额外哈密顿量
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为：

∆H = −J · A (25)

其中 J为霍尔电流。假设施加的是交变电场 E = E0e
−iωt，对于直流电场可以取 ω → 0

的极限。由 Temporal Gauge得到磁矢势为：

A =
E0

iω
e−iωt (26)

进入相互作用绘景，将 ∆H 视为一个微扰。时间演化算符相应变为：

U(t, t0) = T exp
(
− i

h̄

∫ t

t0

∆H(t′)dt′
)

(27)

其中 T 为 Time Ordering算符。霍尔电流的实验测量值应当为算符 J的平均值：

⟨J(t)⟩ = ⟨0(t)|J(t)|0(t)⟩ (28a)

= ⟨0|U−1(t)J(t)U(t)|0⟩ (28b)

≈ ⟨0|
(
J(t) +

i

h̄

∫ t

−∞
dt′ [∆H(t′), J(t)]

)
|0⟩ (28c)

这里的 |0(t)⟩ 为多体波函数本征态。最后一步近似使用了 Dyson 级数展开，并且只保
留到第一阶微扰。第一项是与电场无关的本征电流，根据物理图景可以设置为 0。代入
Eq.26，得到化简表达式：

⟨Ji(t)⟩ =
1

h̄ω

∫ t

−∞
dt′⟨0|[Jj(t′), Ji(t)]|0⟩Eje

−iωt′ (29a)

=
1

h̄ω

(∫ ∞

0

dt′′eiωt
′′⟨0|[Jj(0), Ji(t′′)]|0⟩

)
Eje

−iωt (29b)

霍尔电流的演化与外加电场完全一致，符合线性响应理论。利用微观欧姆定律我们得到

霍尔电导的量子力学表达式：

σxy(ω) =
1

h̄ω

∫ ∞

0

dteiωt⟨0|[Jy(0), Jx(t)]|0⟩ (30)

这是最为基础的 Kubo公式。更进一步，我们还需要考虑对实空间取平均。定义电流关
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联函数 [2]及其傅里叶变换为：

Παβ(q, t− t′) = −iΘ(t− t′)⟨0|[Jα(q, t), Jβ(q, t′)]|0⟩ (31a)

Παβ(q, ω) = −i
∫

dteiω(t−t′)Θ(t− t′)⟨0|[Jα(q, t), Jβ(q, t′)]|0⟩ (31b)

则霍尔电导在直流电场中可以表示为 [3]：

σxy = − lim
ω→0

ImΠxy(ω)

ω
(32)

3 石墨烯中的整数量子霍尔效应

理想单层石墨烯中的整数量子霍尔效应具有很特殊的行为。典型的电子系统的电子质

量可以通过与周期晶格的相互作用来重整化，进而得到非零的有效质量。石墨烯的价带

和导带在高对称点呈现出狄拉克锥形，就有很高的线性激发谱。其描述的电子与狄拉克

电子或准相对论电子高度相似，只不过光速被替换成了体系中的费米速度 vF，约比光

速小三个数量级。正因为其“相对论性”，不能用薛定谔方程描述，其整数量子霍尔效

应是非平凡的，其电导平台出现在：

σxy = −2e2

h
(2n+ 1), n = 0, 1, . . . . (33)

为了解释石墨烯这一特殊的整数量子霍尔效应，我们首先得从朗道能级开始回顾。之

前使用的薛定谔方程对于无质量的费米子是不适用的，我们必须使用狄拉克方程。定义

材料中的电子色散关系为：

E(k) = ±h̄vF |k|

这里的正负号分别对应价带和导带中的电子和空穴。回顾狄拉克方程的形式：

ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ = 0 γ0 =

(
1

1

)
, γi =

(
σi

−σi

)
, (34)
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Figure 6: 石墨烯的能带图 [4]

在二维无散射材料中，可以使用有效狄拉克方程 Heffψ = ϵψ。单电子在磁场 B 中的有

效质量哈密顿量 (effective-mass Hamiltonian)应为 [5]：

H0 = vF


0 π̂x − iπ̂y 0 0

π̂x + iπ̂y 0 0 0

0 0 0 π̂x + iπ̂y

0 0 π̂x − iπ̂y 0

 (35)

其中 π = p+ eA
c
，磁矢势取朗道规范：A = (0, Bx)。解之可得本征波函数，其由三个量

子数决定，分别是朗道能级指标 n，独立原子指标（分别是 K和 K’如图7）以及波矢 k
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Figure 7: 石墨烯倒空间晶胞示意图 [4]

决定：

ψK
nk(r) =

Cn√
L
exp(−iky)


sgn(n)i|n|−1ϕ|n|−1

i|n|ϕ|n|

0

0

 (36a)

ψK′

nk (r) =
Cn√
L
exp(−iky)


0

0

i|n|ϕ|n|

sgn(n)i|n|−1ϕ|n|−1

 , (36b)

Cn =

1 (n = 0),

1/
√
2 (n ̸= 0),

ϕ|n| =
1√

2|n||n|!
√
πl

exp
[
−1

2

(
x− l2k

l

)2]
H|n|

(
x− l2k

l

)
,

(36c)

其中 l为磁场尺度
√

h̄
eB
。本征能量/色散关系为 [5, 4, 6, 7]：

εn =
√

2h̄v2F eB|n| n = 0,±1,±2 . . . (37)

对比之前二维朗道能级 εn = h̄ωB(n+
1
2
)，石墨烯的朗道能级的能级间隔不是恒定的，特

别是在低能级处，能级间隔远大于一般的二维系统，如图8示意。我们首先通过“霍尔
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Figure 8: 石墨烯中朗道能级示意图 [4]

效应平台出现在整数倍填充朗道能级”的思想，通过计算朗道能级简并度定性地认识。

由于朗道能级具有圆对称性，因此狄拉克电子等能面在倒空间为同心圆样式的朗道环。

假设朗道能级的简并度来源于将两朗道环中的态简并到朗道能级上，亦即：

g =
S

4π2
∆Sk =

S

4π2
π∆(k2x + k2y) (38)

通过电子的色散关系 E = h̄vF |k|及朗道能级表达式 εn =
√

2h̄v2F eB|n|，通过差分，我
们定性地得到简并度：

h̄2v2F (k
2
x + k2y) = 2h̄v2F eB|n| (39a)

∆(k2x + k2y) =
eB

2h̄
(39b)

∴ g =
1

4

Φ

Φ0

,Φ = BS (39c)

对比之前的二维系统，其朗道能级简并度为 g = Φ
Φ0
，可见石墨烯中的朗道能级占据数

应当是差为 4的数列。又由于能级在 |n| ≥ 1有两重简并，而 n = 0没有该简并。因此

填满第一能级需要的电子数仅是后续能级的一半。因而电导的量子化为：

σxy =
e2

h
ν ν = ±2,±6,±10 . . . (40)

定量的计算需要用到 Kubo公式 Eq.32。在类狄拉克粒子系统中，电流关联函数具有如
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Figure 9: 数值计算石墨烯中的霍尔电导

下的形式 [3]:

ΠR
ij(Ω + i0) =

e2v2F
2

∑
σ

∫ ∞

−∞
dω1dω2 ×

tanh[(ω2 − µσ)/2T ]− tanh[(ω1 − µσ)/2T ]

ω1 − ω2 + Ω+ i0

×
∫

d2k

(2π)2
tr[A(ω1, k)γiA(ω2, k)γj].

(41)

定义谱函数为：

A(ω,B,Γ,∆) =
1

π2

Γ2

(eB)2 + (2ωΓ)2

×
{
2ω2 +

(ω2 +∆2 + Γ2)(eB)2 − 2ω2(ω2 −∆2 + Γ2)eB

(ω2 −∆2 − Γ2)2 + 4ω2Γ2

− ω(ω2 −∆2 + Γ2)

Γ
Imψ

(
∆2 + Γ2 − ω2 − 2iωΓ

2eB

)} (42)

取 Γ → 0的极限，霍尔电导可以表示为 [7]：

σxy = −2e2 sgn(eB) sgnµ
h

(
1 + 2

[
µ2c

2h̄|eB|v2F

])
(43)

计算机模拟图见图9，与实验和定性计算符合的都很好。
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4 分数量子霍尔效应

4.1 现象

和整数量子霍尔效应一样，在 1982 年的实验中，D. C. Tsui, H. L. Stormer, and A. C.
Gossard三人在温度很低（T < 5K）和强磁场下，发现了其 Laudau fill factor ν = 1

3
，是一

个分数 [8]。在后面的实验中，大量的实验给出了更多的分数结果测量，经典的 Laudau
fill factor包括 ν = 2

3
, 2
5
, 5
2
, . . .，具体的测量结果图如下所示。

Figure 10: experiment of fraction quantum hall effect

对于 ν = 1
3
时，Laudau level没有被填充满，此时却出现了平台，和上面整数霍尔效应

相互违背。我们就需要思考在整数霍尔效应中做的假设，即我们假设了自由电子气，实

际上在低温和高磁场下，尤其是低温，电子的热运动对应的能量和电子之间库伦势相匹

配，此时电子的库伦势是无法忽视的。可以认为分数量子霍尔效应实际上是一群全同粒

子的统计效应。
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4.2 Laughlin State(ground state)

4.2.1 多体粒子的 Laughlin State

如果我们直接写系统的拉氏量或者哈密顿量，由于粒子数量很多，且我们假设的粒子的

势能是最简单的库伦势，这个 Schrodinger方程很难求解。

Laughlin 通过猜测给出了该系统的基态波函数 [9]。这个波函数假设实际上是类比了
Laudau能级推导出来的基态波函数，并加上了全同粒子假设。

加上磁场后，我们使用对称规范，可以看到在基态的波函数的形式为

ψ(z, z̄) = f(z, z̄)e
− |z|2

4l2
B (44)

其中 f(z, z̄)为解析函数。Laughlin假设前面的解析函数为电子的耦合，即

ψ(z1, z2, . . . , zN) =
∏
i<j

(zi − zj)
m
∏
i

e
− |zi|

2

4l2
B (45)

由于需要满足费米子的统计性质，即交换两个粒子顺序后，波函数需要出一个负号，故

m必须是个奇数。

实际上这个波函数的来源可以类比于 Slater determinant[10, 11, 12]，即考虑全同费米子
的交换反对称给出的一种波函数形式，即

ψ(z1, z2, . . . , zN) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(z1) ψ1(z2) . . . ψ1(zN)

ψ2(z1) ψ2(z2) . . . ψ2(zN)
...

... . . . ...
ψN(z1) ψN(z2) . . . ψN(zN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(46)
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对于不同阶的波函数为 ψm(z) ∝ zm exp(− |z|2
4l2B

)。可以利用 Vandermonde determinant为

ψ(z1, z2, . . . , zN) =
∏
i<j

(zi − zj)
∏
i

e
− |zi|

2

4l2
B (47)

为上面 Laughlin波函数取m = 1的情况，Laughlin State可以视为高阶情况。

我们就需要考虑为什么这个波函数对应的是分数量子霍尔效应的情况。此时我们考虑

一个特定的电子，以 z1为例，其他电子的位置即为参数，对于 z1来说，前面的多项式

是 m(N − 1)阶的，我们可以用求导的方式大致可以看出来，该电子在 R =
√
2mNlB

后，指数项会起到明显的衰减效果，也就是电子集中在以原点为中心，半径为 R的区

域内。对应的磁通和单位磁通之比为

AB

Φ0

=
πR2B

Φ0

= mN (48)

这个结果为一个 Laudau level上面能容纳的电子数，对应的 Laudau fill factor为

ν =
N

mN
=

1

m
(49)

事实上上面的结果似乎和我们选择的势场无关，因为我们根本就没有用到整个系统的

哈密顿量，只是用了自由电子气的波函数，对其做线性组合的结果，可以说只是考虑了

存在很强的相互作用，并且存在 Pauli exclusion principle。我们就需要质疑这个波函数是
否准确，事实上这个波函数和数值模拟得到的波函数相比误差相当小，有 99.99%的重
叠。这一结果和密度泛函理论（DFT）与 Hartree Fork Method有着密切相关 [13, 14]。

4.2.2 The Wigner Crystal（Laughlin State近似上限）

那么问题来了，这个波函数是否存在适用范围，或者说这个波函数对于任意的m都成立

吗。实际上对于很大的m，我们就不能用这类近似，当m很大时，也就意味着电子密度

很低，此时电子会趋于形成固态，也就是Wigner Crystal[15, 16]，而不是液态的 Laughlin
State。一般来说这个状态发生在 m > 70情况下会发生。所以对于通常测量到的 ν，都

不会形成Wigner Crystal，是可以用 Laughlin State近似的。
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4.2.3 等离子体类比

我认为等离子体类比是一个很美妙的方式去描述分数量子霍尔效应。其主要通过类比

出配分函数，就能给出整个势场的势能和等效温度。

对于 Laughlin State的非归一化的概率，我们可以写成

P [zi] =
∏
i<j

|zi − zj|2m

l2mB
e
−

∑
i
|zi|

2

2l2
B (50)

对于配分函数，可以写成

Z =
N∏
i=1

d2ziP [zi] (51)

通常情况下，我们可以用玻尔兹曼分布做近似，对于每个 zi 情况下的概率，我们就可

以写出其对应的等效势能

e−βU(zi) = P [zi] =
∏
i<j

|zi − zj|2m

l2mB
e
−

∑
i
|zi|

2

2l2
B ⇒ βU(zi) =

∑
i

|zi|2

2l2B
− 2m

∑
i<j

log(
|zi − zj|
lB

)

(52)

我们不妨假设 β = 2
m
，可以看到对于 m < 70的情况，对于 m越小，等效的温度就越

低，其实和我们实验的需求是一致的。我们假设的 β = 2
m
是，给出的 U(zi)可以和等离

子体进行类比。这里要注意的是，β 在这里是个无量纲量。

U(zi) = −m2
∑
i<j

log(
|zi − zj|
lB

) +
m

4l2B

∑
i

|zi|2 (53)

这里第一项是在 zj 处存在电荷，在 zi处感受到的电势能，即求解二维空间的 Laplace方
程 −∇2ϕ = 2πqδ2(r⃗)。第二项是背景为一个恒定的电荷场的电势能，即求解二维空间的

Laplace方程 −∇2ϕ = − 1
l2B
。这个类比方式还适用于我们后面引入准粒子和准空穴的模

型，可以给出很漂亮的二维空间近似。
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4.3 激发态

对于基态的讨论，我们得出了 ν = 1
m
的量子霍尔效应系统，我们需要考虑其激发态，主

要考虑的就是两种带点粒子的激发态，分别是准电子和准空穴。我们其实可以证明这个

准粒子和准空穴带电量为 1
m
。

假设电子波函数在某一个位置 η上面存在零点，那么波函数就可以写成

ψ(z1, z2, · · · , zN) =
N∏
i=1

(zi − η)
∏
k<l

(zk − zl)
me−

∑n
i |zi|2/4l2B (54)

实际上这个波函数的零点，用等离子体近似的角度去看，可以视为，这些位置对应的就

是晶体中的杂质（impurity）。在等离子体或者金属中，如果存在一个和等离子体场电荷
相异的非纯净物质，那么原先等离子体场中的电荷就会在这个杂质周围聚集，形成静电

屏蔽层。在静电屏蔽层以外，这个杂质的效应就可以近似忽略掉，而在这个杂质对应的

点，可以视为电子的态的数量为 0，对应的波函数就处于零点。正如下面给出的 Debye
屏蔽的结论相符 [17]。

Figure 11: Debye shielding

类似的，在全二维平面上，波函数零点可以不止存在一个，对于每个零点来说物理意义
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是一样的。如果在 η处存在的零点是m阶的，那给出的 Debye屏蔽的结论是一致的，此
时我们需要考虑m阶的零点代表的物理意义是什么，我们先写出此时的波函数。

ψm−hole =
N∏
i

(zi − η)m
∏
k<l

(zk − zl)
me−

∑n
i |zi|2/4l2B (55)

其给出的等离子体势能为

U(zi, η) = −m2
∑
i<j

log(
|zi − zj|
lB

)−m
∑
i

log(
|zi − η|
lB

) +
m

4l2B

∑
i

|zi|2 (56)

如何和真实的等离子体势能类比，可以发现在这个无电子的点，给出的电量为 − e
m
，对

应缺失的有效电荷为 e
m
。我们可以视为这个点是准空穴（quasi-hole），携带了 e

m
的电荷

数。对于准粒子来说，是一个类似的过程，我们就不做过多阐述。

如果我们可以理解这分数电荷，实际上对于理解分数量子霍尔效应就很简单了，可以视

为等效的分数电荷给出了分数的 ν。在实验中可以通过噪声法 [18]和干涉法 [19]测量
出分数电荷，具体结果如下。

Figure 12: Noise Method
Figure 13: Interfere Method

实际上对于真正的波函数，我们如果用等离子体类比的方式去描述，对应的准空穴仍然

会有相互作用，即波函数中会存在形如 ηi − ηj 的一项，对应的波函数和势能为

ψ(η, z) =
∏
a<b

(ηa − ηb)
1
m

∏
a,i

(zi − ηa)
∏
k<l

(zk − zl)
me−

∑
i |zi|2/4l2B−

∑
a |ηa|2/4ml2B (57)
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U(η, z) =−m2
∑
k<l

log(
|zk − zl|
lB

)−m
∑
k,i

log(
|zi − ηi|
lB

)−
∑
i<j

log(
|ηi − ηj|
lB

) (58a)

+
m

4l2B

N∑
k=1

|zk|2 +
1

4l2B

M∑
i=1

|ηi|2 (58b)

4.4 分数电荷和 anyon

4.4.1 anyon的简介和性质

anyon最早是由两位理论物理学家 Jon Magne Leinaas和 Jan Myrheim于 1977年在研究
二维空间中的粒子的性质时，发现费米子和玻色子的统计不再适用 [20]。1982年，Frank
Wilczek提出了 anyon的概念，深入探究了 anyon在二维空间中的统计性质。同年分数
量子霍尔效应在实验上被首次观测到，于 1985年用数学证实分数量子霍尔效应中的准
粒子是 anyon[21, 22]。

在三维空间中，我们可以把粒子分为玻色子（boson）和费米子（fermion），玻色子是指
两个全同粒子相互交换后，波函数不变，费米子是两个全同粒子相互交换以后，波函数

会出现一个负号。这两种粒子有一个共同特点，就是交换两次全同粒子以后，波函数不

会发生变化。其原因可以理解为，三维空间中即使存在很多奇点，只要这些奇点不会连

接成一个到无穷远处的圆柱，那我们总可以找到这样的一个回路，使得交换两个粒子的

回路总能缩成一个点，即总存在一个回路，回路中间似乎没有奇点。

但当这些奇点相连且延申到无穷远处后，这个空间其实只能做一个二维截面的投影，即

我们可以用二维空间描述。此时仍以两个粒子交换顺序的回路，总存在一个回路，中间

存在一个奇点，即这个回路无法缩成一个点。这点可以和 AB效应 [23]类比，AB效应
中存在一个无穷长的螺线管，粒子在通过螺线管周围的回路后，会累计一个相位，这个

相位就是 AB相位。事实上 anyon和这个结果也类似，在交换两次粒子以后，会出现一
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个相位，这个相位不为 2π的整数倍，故可以写成

|ψ1, ψ2⟩ → ei2πα|ψ1, ψ2⟩ (59)

|ψ2, ψ1⟩ = eiπα|ψ1, ψ2⟩ (α ̸= 0, 1) (60)

Figure 14: anyon交换粒子环路

事实上 anyon形成一个编织群（braid group），和我们在生活中的扎绳子类似，如下图所
示。

Figure 15: 编织群

特别的，编织群满足两个性质，即

∀|i− j| ≥ 2, σiσj = σjσi (61)

∀1 ≤ i ≤ n− 1, σi+1σiσi+1 = σiσi+1σi (62)
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4.4.2 分数电荷和分数统计

引入 anyon实际上是为了更好的理解分数电荷，先说结论，上面提到的准粒子激发，即
quasi-hole就是一种准粒子，就是一种 anyon。我们在后面需要计算其分数电荷和其统计
规律。我们从贝利相位的角度出发去给出计算过程。因为贝利相位中存在 AB相位，这
一项可以给出电荷数。

我们仍然用等离子体类比，得到体系的势能，正如式子 Eq. 58所示，我们可以直接类比
得到配分函数等结果，而配分函数就是我们计算贝利相位的关键。我们可以写出贝利联

络，主要是两个物理量，η和 η̄

Aη = −i⟨ψ| ∂
∂η

|ψ⟩ = − i

2

∂ logZ
∂η

(63)

其中 |ψ⟩为归一以后的态，归一系数为 Z

Z =

∫ ∏
i

d2zi exp(
∑
i,j

log |zi − ηj|2 +m
∑
k,l

log |zk − zl|2 −
1

2l2B

∑
i

|zi|2) (64)

我们考虑一个近似情况，即在等效温度 β = 2
m
很低的时候，Debye长度正比于

√
T，故

德拜半径很小，此时我们在考虑全空间的配分函数积分的时候，就可以忽略掉这些杂质

点的影响，实际上就说明配分函数是一个和准空穴位置无关的物理量，不妨定义为 C，

则有

C =

∫ ∏
i

d2zi exp(−βU(z, η) = Z exp(− 1

m

∑
i<j

log |ηi − ηj|2 +
1

2ml2B

∑
i

|zi|2) (65)

我们即可得到两个贝利联络

Aηi = − i

2m

∑
i ̸=j

1

ηi − ηj
+

iη̄i
4ml2B

(66)

Aη̄i =
i

2m

∑
i ̸=j

1

η̄i − η̄j
+

iηi
4ml2B

(67)

前者和多个准空穴的统计性质有关，而后者和单个准空穴的贝利相位有关，即AB相位。
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Figure 16: path and Berry phase

我们先考虑只有一个准空穴，则不用考虑前面一项，可以直接计算围绕准空穴的贝利相

位为

γ = −
∮
C

Aηdη +Aη̄dη̄ =
eΦ

mh̄
(68)

和通常的 AB相位类比，γ = eΦ
h̄
，可以看到我们施加相同磁通的情况下，对应的电荷量

变为了 e
m
，其实我们可以理解为一个磁通带了分数的电荷，或者说 m个磁通和一个电

子进行了耦合。这个结论和复合费米子理论给出的解释很类似。

此时我们再考虑前面一项的效应，即 anyon的统计规律，我们可以得到上面定义的 α为

什么值，猜测其实就可以知道 α = 1
m
。我们考虑一个准空穴绕另一个准空穴旋转 360°，

此时可以视为交换了两次这两个准空穴，会累计相位 ei2πα

γ = −
∮
C

Aηdη +Aη̄dη̄ =
2πi

m
(69)

此时我们得到了我们预想的结果，同时也证明了准空穴是一种 anyon。

4.4.3 拓扑序

拓扑序表现了这些电子之间的长程的量子纠缠，具体可以体现在其波函数的形式上面，

可以看到波函数和所有电子有关，这个纠缠是和全空间的拓扑性质有关，它决定了基态

的简并性，这个简并没有任何对称性破缺，而是和全空间的拓扑性质有关，我们考虑一

个甜甜圈模型，如果从一个点出发选择一条路径回到原点，一共存在三个路径，如下图

所示
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Figure 17: 拓扑序和拓扑结构

其中很经典的两个路径是 T1和 T2，而第三种路径可以视为 T3，即在原地旋转一圈，这

个路径会收缩成一个点。我们可以通过演示可以得到下面的结论，即 T1T2T
−1
1 T−2

2 = T3

而在甜甜圈表面绕一个点旋转一周，就会出现一个相位，为 ei2π/m

T1T2 = e2πi/mT2T1 (70)

故对于基态来说，可以写出其简并的形式，即

T1|n⟩ = e2πi/m|n⟩ (71)

T2|n⟩ = |n+ 1⟩ (72)

这个基态的简并度只依赖于拓扑性质。拓扑序的最重要的作用就是其存在拓扑不变量，

即 Chern Number，对于系统存在一些扰动的情况下，由于存在拓扑不变量，整个系统的
性质不会轻易的改变。

C =
1

2π

∫
T2
Φ

d2θFηη̄ (73)

Fηη̄ =
∂Aη

∂η̄
− ∂Aη̄

∂η
(74)
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